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AVANT-PROPOS. 



Le modeste Cours de Mécanique que j'offre aujourd'hui aux 
élèves est le simple développement du nouveau programme d'ad- 
mission à l'Ecole Polytechnique. Je me suis attaché à le suivre 
pas à pas et satis lui donner aucune extension qui ne résulte du 
texte d'une manière formelle. Le nouvel enseignement a pour 
but, non pas d'aligner des calculs, ni de servir de prétexte à des 
problèmes d'Analyse intéressants, mais de donner aux élèves des 
idées justes qu'ils n'aient pas à modifier après leur entrée à 
l'Ecole. Ce n'est que bien pénétrés de ces idées qu'ils pourront 
plus tard aborder avec lucidité les nouvelles théories physiques, 
qui leur fourniront alors des exercices et des applications vérita- 
blement dignes d'intérêt, au lieu de ces problèmes à énoncés 
laborieusement échafaudés, fort jolis au point de vue des Mathé- 
matiques pures, mais auxquels la Mécanique ne fait que prêter 
son nom. 

La théorie des moments linéaires qui termine l'Ouvrage est 
due à Cauchy, qui l'a donnée en 1826 pour servir, dit-il, à sim- 
plifier l'enseignement de la Mécanique. Son vœu n'a guère été 
réalisé qu'en 1884 par M. Carvallo, professeur au lycée de Troyes, 
qui, ne connaissant pas alors les Mémoires de Cauchy, a retrouvé 
toute cette théorie et l'a mise au point pour l'enseignement dans 
ses remarquables Leçons de Statique, auxquelles j'ai emprunté 
les énoncés et les démonstrations si nettes du n** 170 et du n** 174. 
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CHAPITRE PREMIER 

CINÉMATIQUE DU POINT. 



MOUVEMENT D'UN POINT SUR SA TRAJECTOIRE. 

i . Le mouvement d'un point est déterminé lorsqu'on connaît 
la trajectoire de ce point, c'est-à-dire le lieu géométrique des po- 
sitions successives qu'il occupe, et la position du mobile sur sa 
trajectoire à un instant quelconque. 

Prenons sur la trajectoire un point fixe A (Jîg* i), origine des 

Fig. I. 



espaces, et soit M une position du mobile; si s est la longueur de 
l'arc AM, prise positivement à partir du point A dans un sens et 
négativement dans l'autre, le mouvement du mobile sera déter- 
miné quand on connaîtra s en fonction du temps t. 

2. Courbe des espaces, — En construisant, par rapport à 
deux axes, l'axe des temps et l'axe des espaces, les points dont 
les coordonnées sont les valeurs correspondantes de t et de 5, me- 
surées à des échelles respectivement déterminées, on a la repré- 
Gh. Brisse, Mécanique, i 



1 CHAP. I. — CINEMATIQUE DU POINT. 

sentation graphique de la loi du mouvement, qu'on appelle courbe 
des espaces. Le repos est représenté par une parallèle à Taxe des 
temps. 

MOUVEMENT UNIFORME. 

3. Le mouvement. le plus simple est celui dans lequel le mobile 
parcourt des espaces égaux en temps égaux, quels que soient ces 
temps. On lui donne le nom de mouvement uniform.e, et Ton 
prend pour m^esure de sa vitesse l'espace parcouru pendant 
l'unité de temps. Dans la plupart des cas, Vunité de temps est la 
seconde de temps solaire moyen et Vunité de longueur est le 
mètre. 

Si Ton représente par v le nombre de mètres que parcourt le 
mobile pendant une seconde, v étant positif ou négatif suivant 
<[ue le parcours a lieu dans le sens des arcs positifs ou des arcs 
négatifs, au bout de t secondes le mobile aura parcouru vt mètres. 
En désignant cet espace par 5, et par ^o l'espace déjà parcouru à 
l'origine des temps, on aura 

5 = 5o -f- P^, 

relation qui permettra de résoudre toutes les questions relatives 
au mouvement uniforme. 

On voit que la courbe des espaces (2) est une droite et que la 
•différence des ordonnées correspondant à deux abscisses dont la 
différence est l'unité fait connaître la vitesse. 

4. Graphique des chemins de fer, — Le graphique de la 
marche des trains sur un chemin de fer est la représentation, sur 
une seule feuille, du mouvement de tous les trains qui parcourent 
la ligne en une journée, ces mouvements étant considérés comme 
une succession de mouvements uniformes. Les lignes qui corres- 
pondent à chaque train expriment : les heures de* départ et d'ar- 
rivée, les vitesses absolues et, d'après leur inclinaison, les vitesses 
relatives, l'instant du passage à chaque station, la durée de la 
marche et celle des arrêts, les points et les instants de croisement 
des trains montants et des trains descendants. La^^. 2 repré- 
sente un de ces graphiques correspondant à la marche des trains 
«ntre Pontoise et Dieppe et vice versa. 
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4 CHAP. I. — CINEMATIQUE DU POINT. 

MOUVEMENT VARIÉ; VITESSE. 

5. On appelle mouvement varié tout mouvement qui n'est pas 
uniforme. Dans l'étude du mouvement varié, nous commencerons 
par définir la vitesse moyenne et la vitesse à un instant donné, 
La vitesse moyenne d'un mobile, pendant un certain intervalle de 
temps, est la vitesse d'un second mobile qui parcourrait d'un 
mouvement uniforme le même espace dans le même temps; c'est 
ainsi que, dans le langage ordinaire, on dit la vitesse d'un cheval, 
la vitesse d'un train, etc. Si M {fig* 3) est la position du mobile à 

Fig. 3. 



M' 
M 



rinstant t, M' sa position à l'instant <', la vitesse moyenne pendant 

le temps t! — ^ a pour expression —-, — —• Les deux mobiles par- 

tent ensemble du point M, arrivent ensemble au point M', mais 
sont, dans l'intervalle, à une distance variable l'un de l'autre; et 
il est clair qu'un observateur apprécierait cette différence d'au- 
tant plus difficilement que l'intervalle de temps t' — t serait plus 
petit. Si l'intervalle de temps t! — t diminue de plus en plus, la 
vitesse moyenne, qui est une fonction du temps, tend générale- 
ment vers une valeur limite; cette limite est, par définition, la 
vitesse du mouvement varié à V instant t. Si l'on exprime en 
nombres l'espace et le temps, on peut dire alors que la vitesse est 
la dérivée de V espace prise par rapport au temps, et sa déter- 
mination est ramenée à un calcul connu lorsque l'espace est une 
fonction du temps analytiquement connue. 

Si la loi du mouvement du point sur sa trajectoire est donnée par 
la courbe des espaces (2), et si m {fig, 4) et w'sont les points de 
cette courbe correspondant aux points M et M' et aux instants t et 
t' y la vitesse moyenne est celle du mouvement uniforme représenté 
parla droite mm' ^ et la vitesse à Tinstant^ est celle du mouvement 
uniforme représenté parla limite de la direction mm', c'est-à-dire 
par la tangente en /n à la courbe des espaces. Cette vitesse v n'est 
pas le coefficient angulaire de la tangente mt, parce que l'échelle 



MOUVEMENT VARIE; VITESSE. 



des temps et celle des espaces sont indépendantes l'une de l'autre ; 
il n'en serait ainsi que si l'on adoptait une même longueur pour 
représenter l'unité de temps et l'unité de distance. 



Fig. 4. 




6. Courbe des vitesses. — En construisant, par rapport à 
deux axes, l'axe des temps et l'axe des vitesses, les points dont les 
coordonnées sont les valeurs correspondantes de t et de i^, mesu- 
rées à des échelles respectivement déterminées, on a la représen- 
tation graphique de la loi des vitesses, qu'on appelle courbe 
des vitesses. La courbe des vitesses d'un mouvement uniforme 
est une parallèle à l'axe des temps. 

7. Problème inverse. — Inversement, si la vitesse est connue 
en fonction du temps, si l'on a 

on en déduit 

ds =/(t)dt 
et 



-So= f f{t)dt, 



Sq étant, sur la trajectoire, la distance du mobile à l'origine des 
espaces à l'instant t^. La détermination de l'espace en fonction 
du temps est alors ramenée à un calcul connu lorsque /( ^ ) est une 
fonction analjtiquement connue. 

Si la loi des vitesses du point sur sa trajectoire est donnée par 
la courbe des vitesses (6), et si mo ^fig' 5) et /n sont les points 
de cette courbe correspondant aux points M© et M de la trajec- 
toire et aux instants t^ et t^ la quadrature de l'aire comprise entre 
l'axe des temps, la courbe des vitesses et les ordonnées des points 
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nio et m donne la valeur dé s correspondant à l'instant t et per- 
met de construire la courbe des espaces (2). 

Fig. 5. 




MOUVEMENT UNIFORMEMEIIT VARIÉ. 

8. Le mouvement varié le plus simple est celui dans lequel la 
vitesse varie de quantités égales en temps égaux, quels que soient 
ces temps. On lui donne le nom de mouvement uniformément 
varié, et Ton appelle accélération tangentielle la variation de 
vitesse pendant l'unité de temps. 

Si Ton représente par y la variation de vitesse pendant une se- 
conde, Y étant positif ou négatif suivant que la vitesse augmente 
ou diminue quand le temps augmente, au bout de t secondes la vi- 
tesse aura varié de y^. En désignant cette vitesse par v et par v^ 
la vitesse du mobile à l'origine des temps, on aura 

relation qui permettra de résoudre toutes les questions relatives 
au mouvement uniformément varié. Quand y et ç^ sont de mêmes 
signes, le mouvement est dit accéléré; il est dit retardé, quand 
Y et (^ sont de signes contraires. Le temps croissant au delà de 
toute limite, v finit par avoir le signe de y; un mouvement retardé 
finit donc toujours par devenir accéléré. 

La même formule montre que la vitesse moyenne, dans un cer- 
tain intervalle de temps, est égale à la moyenne arithmétique des 
vitesses au commencement et à la fin de l'intervalle de temps, ou 
à la vitesse correspondant au milieu de cet intervalle de temps. 

On voit que la courbe des vitesses (6) est une droite et que la 
différence des ordonnées correspondant à deux abscisses dont la 
différence est l'unité fait connaître V accélération tangentielle. 



ACCELERATION TANGENTIELLE . 

9. De la relation 





P — Po -H Y ^ 


on déduit 


- 




ds —(vo-h^t) dt, 


d'où 






s —So= t'o^-i-|Y^^> 



Sq étant, à Torigine des temps, la distance du mobile à l'origine 
des espaces, comptée sur la trajectoire. 

C'est J)ar la quadrature (7) du trapèze compris entre l'axe des 
temps, la courbe des vitesses el les ordonnées ç^o et ro + Y^? que 
Galilée est arrivé le premier à la formule précédente. 

On voit, sur cette formule, que la courbe des espaces (2) est 
une parabole. 

Des relations 

on déduit, en éliminant ^, 

c'est-à-dire que la moitié de la variation du carré de la vitesse 
est égale au produit de V accélération par V espace parcouru. 
Si l'on compte le temps à partir du moment où la vitesse est 
nulle, on a 

^0=0 

et 

d'où 

T- ^i > 

c'est-à-dire que V accélération est égale au double du quotient 
de V espace parcouru, à partir de V instant oit la vitesse est 
nulle, par le carré du temps employé à le parcourir. 

AGGÉLEBATION TANGENTIELLE. 

10. Dans un mouvement varié quelconque, on appelle accélé- 
ration moyenne d'un mobile, pendant un certain intervalle de 
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temps, l'accélération tangentielle d'un second mobile qui parcour- 
rait d'un mouvement uniformément varié le même espace dans le 
même temps. Si ^ est la vitesse du mobile à l'instant t^ ç' sa vitesse 
à l'instant^', la variation de vitesse pendant le temps t' — ^ est 
i>' — ç>, et l'accélération tangentielle du mouvement uniformément 

varié correspondant à cette variation a pour expression -; — > Si 

l'intervalle de temps d — t diminue de plus en plus, l'accélération 
moyenne, qui est une fonction du temps, tend généralement vers 
une valeur limite; cette limite est, par définition, V accélération 
tangentielle du mouvement varié à V instant t. Si l'on exprime 
en nombres la vitesse et le temps, on peut dire alors que l'accélé- 
ration tangentielle est la dérivée de la vitesse ou la dérivée se- 
conde de V espace prise par rapport au temps, et sa détermina- 
tion est ramenée à un calcul connu lorsque la vitesse est une 
fonction du temps analytiquement connue. . 

Si la loi des vitesses du point sur sa trajectoire est donnée par 
la courbe des vitesses (6), et si m {fig' 6) et w' sont les points 
de cette courbe correspondant aux points M et M' et aux instants 

Fig. 6. 




t et ^', l'accélération moyenne est l'accélération tangentielle du 
mouvement uniformément varié représenté par la droite mm' ^ et 
l'accélération tangentielle à l'instant t est celle du mouvement 
uniformément varié représenté par la limite de la direction mm', 
c est-à-dire par la tangente en m à la courbe des vitesses. Cette 
accélération y n'est pas le coefficient angulaire de la tangente mT, 
pour les raisons exposées au n° 5. 

H. Courbe des accélérations tangentielles, — En construi- 
sant, par rapport à deux axes, l'axe des temps et l'axe des accélé- 
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rations, les points dont les coordonnées sont les valeurs corres- 
pondantes de t et de y, mesurées à des échelles respectivement 
déterminées, on a la représentation graphique de la loi des 
accélérations tangentielles, qu'on appelle courbe des accéléra- 
tions tangentielles. La courbe des accélérations tangentielles 
d'un mouvement uniformément varié est une parallèle à l'axe 
des temps. 

12. Problème inverse, — Inversement, si l'accélération tangen- 
tielle est connue en fonction du temps, si l'on a 

on en déduit 

dç = ^{t)dt 
et 






^(t)dt, 



Vq étant la vitesse du mobile à l'instant t^, La détermination de la 
vitesse en fonction du temps est alors ramenée à un calcul connu 
lorsque cp(^) est une fonction analytiquement connue. - 

Si la loi des accélérations tangentielles du point sur sa trajec- 
toire est donnée par la courbe des accélérations tangentielles (H), 
une quadrature donnera la valeur de v correspondant à l'instant t 
et permettra de construire la courbe des vitesses (6), comme cela 
a été expliqué au n° 7. 

DÉVELOPPEMENTS DE L'ESPACE ET DE LA VITESSE SUIVANT LES PUISSANCES 

DU TEMPS. 

13. D'après la formule de Taylor, en désignant par s et s' les 
arcs AM {fig- 3) et AM' correspondant aux instants t et t' , par v 
et v' les vitesses du mobile aux mêmes instants, on a 

dç , ^ ds d^s , , 

D'où l'on conclut, si ^ — t est infiniment petit du premier 
ordre, que l'on commet : 

1° Une erreur du second ordre sur l'espace parcouru, en le cal- 
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Cillant par la formule 

et une erreur du premier ordre sur la vitesse, en la calculant par 
la formule 

ce qui revient à substituer un mouvement uniforme au mouve- 
ment réel pendant le temps d — t] 

1^ Une erreur du troisième ordre sur l'espace parcouru, en le 
calculant par la formule 

et une erreur du second ordre sur la vitesse, en la calculant par 
la formule 

ce qui revient à substituer un mouvement uniformément varié au 
mouvement réel pendant le temps t' — t. 

11 suit de là que : 

I® Pour calculer l'espace parcouru dans un mouvement d'une 
durée finie, on peut partager cette durée en intervalles infiniment 
petits du premier ordre, et supposer que, dans chaque intervalle, 
le mouvement est uniforme avec la vitesse qu'il avait au commen- 
cement de l'intervalle; 

1^ Pour calculer la variation de vitesse dans un mouvement 
d'une durée finie, on peut partager cette durée en intervalles in- 
finiment petits du premier ordre, et supposer que, dans chaque 
intervalle, le mouvement est uniformément varié avec l'accéléra- 
tion tangentielle qu'il avait au commencement de l'intervalle. 

La ligne droite et la parabole représentatives du premier et du 
second mouvement sont ; la première tangente et la seconde oscu- 
latrice à la courbe des espaces, puisque la différence des ordon- 
nées correspondant à une même valeur de ^ — t est infiniment pe- 
tite du premier ordre dans le premier cas et du second ordre dans 
le second cas. Les courbes des vitesses sont simplement sécantes 
dans le premier cas, et tangentes dans le second cas. 



DEVIATION. Il 



DIRECTION ET REPRÉSENTATION DE LA VITESSE. 

14. La direction du mouvement d'un point sur sa trajectoire à 
un instant donné est, par définition, la direction de la tangente à 
la trajectoire en ce point, qui s'éloigne du plan normal du même 
côté que le point mobile; cette direction est dite aussi celle de la 
vitesse. En portant sur cette direction, à partir de la position du 
mobile, un segment limité contenant autant de fois l'unité de 
longuemr qu'il y a d'unités dans la vitesse, on a une représenta- 
tion géométrique de cette vitesse en grandeur et en direction. 

DÉVIATION. 

15. Soit M {fig* 7) la position du mobile à l'instant t^ W sa 
position à l'instant t\ M" la position qu'il occuperait au même 
instant s'il avait parcouru la tangente d'un mouvement uniforme 

Fig. 7. 

M 




pendant le temps l! — t avec la vitesse v qu'il avait en M; la 
droite M''M', qui indique de combien le mobile a été dévié de la 
position qu'il eût occupée s'il eût conservé la même direction de 
mouvement et la même vitesse, et qui dépend par suite de la cour- 
bure de la trajectoire et de la variation de la vitesse, s'appelle la 
déviation correspondant à l'intervalle de temps t^ — t. Elle sera 
déterminée si l'on a ses projections ou composantes WV et M'P 
sur la tangente et sur une perpendiculaire à cette tangente située 
dans le plan M'' M M'. 
On a, d'une part, 

M" P = MM' cos M" M M' — MM" , 

et, comme on l'a vu (i3), 

arcMM'=J;K-0+^g(*'-0'H- •• 
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On sait d'ailleurs que le développement^ par la formule de Tajlor, 

de la différence 

arc MM'— MM' 

commence par un terme en (/' — /)'; il s'ensuit que 

On sait aussi que le développement, par la même formule, de la 

différence 

I — cosM'MM', 

commence par un terme en (^' — tY'^ il s'ensuit que 



MM'cosM'MxM'=^(^— 0+^ ^^^'—^y-^ 



Et comme 



on a enfin 



MM'=J(.'-0, 



2 dt^ ^ 



On a, d'autre part, 



M 



2R 2R \dt) ^ ^ ' 



en désignant par Rie rayon d'un cercle tangent en M à la trajec- 
toire et passant par M'. 

Les composantes de la déviation sont donc déterminées. 

ACCÉLÉRATION TOTALE. 

16. Si l'on suppose que t' — t tende vers zéro, le plan M"MM' 
a pour limite le plan osculateur, la droite M'P a pour limite la 
normale principale et R a pour limite le rayon de courbure p de 
la trajectoire en M. 

Les projections t)u composantes M"P, M'P de la déviation sont 
entre elles comme 

2M''P 2M'P 

et 



(t'—ty {t'—ty' 
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la première est dirigée dans le sens de la vitesse, la seconde a pour 
direction limite la normale principale dirigée vens le centre de 
courbure de la trajectoire. La déviation a donc pour direction 
limite la diagonale du rectangle construit sur 

a]VrP ,. 9.M'P 

lim -—. rr et hm 



(f — t)^ {t'—tY 

portées respectivement sur ces deux directions. La première limite 

d^s dv 

étant l'accélération tangentielle (10), on a donné à la seconde 



I /ds\^ v^ 

p\dt) ^" 7 



le nom d^ accélération normale ou d'accélération centripète, et 
à la diagonale ou résultante 

lim r—, — 

(t'-t)^ 

le nom ^accélération totale ou simplement d accélération. On 
peut d'ailleurs remarquer que l'accélération tangentielle d'un 
mobile qui parcourrait M"M' d'un mouvement uniformément accé- 

léré sans vitesse initiale pendant le temps t^ — t serait j-, — -r^ (9). 

( t t) 

En désignant par iv l'accélération totale, on a ainsi pour la 
déviation 

ww={w{t'—tY 



de sorte que, si t' — t est infiniment petit de premier ordre, on 
ne commet qu'une erreur du second ordre sur la déviation, en la 
calculant par la formule 

ww = {w{t'—tY. 

L'accélération centripète ne peut être constamment nulle, à 

moins qu'il n'y ait pas de mouvement ou que la trajectoire soit 

ds 
une droite. En effet, (;= — = o prouve que s = const., et p = oo 

prouve que la trajectoire est une droite (24). L'accélération tan- 
gentielle, au contraire, peut être constamment nulle; il faut et il 
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suffit, pour cela, que la vitesse soit constante, c'est-à-dire que le 
mouvement soit uniforme. Dans ce cas, l'accélération totale se 
réduit à l'accélération centripète et, comme (^ est constant, elle 
est inversement proportionnelle au rayon de courbure de la tra- 
jectoire, de sorte qu'elle est constante dans un cercle, dans une 
hélice tracée sur un cylindre de révolution, etc. 

MOUVEMENTS PROJETÉS. 

17. Considérons le mouvement d'un point sur sa trajectoire et 
projetons ce poinl sur un plan fixe parallèlement à une droite 
donnée. 

Soit M(Jlff, 8) la position du mobile à l'instant t, m sa projec- 
tion, M' sa position à l'instant t'^ m' sa projection. La vitesse du 

Fi g. 8. 




mouvement projeté sera lim-7 — -, tandis que la vitesse du mouve- 



MM' 
ment est lim -, — -• Les arcs MM' et mm' ayant mêmes valeurs 

principales que leurs cordes et la corde mm! étant la projection 
de la corde MM', 7« vitesse du mouvement projeté est la projec- 
tion de la vitesse du mouvement. 

D'ailleurs la tangente de la projection étant la projection de la 
tangente, ou la trace du plan osculateur à la trajectoire, si la tan- 
gente est parallèle aux projetantes (*), la direction de la vitesse 
du mouvement projeté est la projection de la direction de la 
vitesse du mouvement, ou la trace non dirigée du plan oscula- 



(•) Voir Cours de Géométrie descriptive à l'usage des élèves de la classe de 
Mathématiques spéciales; par Ch. Brisse. 
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teur au point correspondant de la trajectoire, si la tangente 
se projette suivant un point. 

18. La même démonstration s'applique à la projection du mou- 
vement d'un point sur un axe fixe parallèlement à un plan donné : 
la vitesse du mouvement projeté est la projection de la vitesse 
du mouvement ; la direction de la vitesse du mouvement pro- 
jeté est la projection de la direction de la vitesse du mouve- 
ment, ou V axe fixe non dirigé, si la tangente se projette sui- 
vant un point, 

19. Considérons de nouveau la projection du mouvement d'un 
point faite sur un plan fixe parallèlement à une droite donnée. 

Soit M {fig- 9) la position du mobile à l'instant t^ m sa pro- 
jection, M' sa position à l'instant ^', nJ sa projection, M'' la posi- 
tion qu'il occuperait au même instant s'il avait parcouru la tan- 




gente d'un mouvement uniforme pendant le temps i — t avec la 
vitesse qu'il avait en M, m!' sa projection. 

D'après le n® 17, un mouvement uniforme de M en M'' sur la 
tangente en M avec la vitesse v se projette suivant un mouvement 
uniforme de m en m'' sur la tangente en m à la trajectoire pro- 
jetée avec une vitesse égale à la projection de v^ c'est-à-dire avec 
la vitesse en m; m" est donc la position qu'occuperait à l'instant i 
le mobile m s'il avait parcouru la tangente en m d'un mouvement 
uniforme pendant le temps i — t avec la vitesse qu'il avait en m, 
c'est-à-dire que m!^ m, est la déviation du mouvement projeté cor- 
respondant à l'intervalle de temps t^ — ^, et comme mPm, est la 
projection de M"M, déviation du mouvement correspondant au 
même intervalle de temps, la déviation du mouvement projeté 
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est la projection de la déviation du mouvement. Il en résulte 
que V accélération totale du mouvement projeté est la projec- 
tion de V accélération totale du mouvement. 

Si Ton considère le rectangle formé par la composante tangen- 
tielle et la composante centripète de l'accélération totale, il se 
projette suivant un parallélogramme dont la diagonale est bien 
l'accélération totale du mouvement projeté, mais dont les côtés ne 
sont pas l'accélération tangentielle et l'accélération centripète du 
mouvement projeté, puisqu'ils ne sont pas rectangulaires. Ce 
sont simplement deux composantes de cette accélération diri- 
gées : Tune suivant la tangente à la trajectoire, et l'autre suivant 
une droite oblique à cette tangente. 

20. La même démonstration s'applique à la projection du mou- 
vement d'un point sur un axe fixe parallèlement à un plan donné : 
r accélération du mouvement projeté est la projection de l'ac- 
célération du mouvement; la direction de ^accélération du 
mouvement projeté est la projection de la direction de l'accé- 
lération du mouvement, ou V axe fixe non dirigé, si V accélé- 
ration se projette suivant un point. 



EMPLOI DES GOORDONHÉES REGTILIfiNES POUR L'ÉTUDE DU MOUYEHENT 

D'UN POINT. 

21. Equations du mouvement, — Si l'on rapporte les posi- 
tions successives d'un point mobile aux trois arêtes d'un trièdre, 
ses coordonnées {x^y^ z) sont des fonctions du temps 

et ces trois équations, qu'on appelle équations du mouvement, 
sont en même temps les équations de la trajectoire exprimées à 
l'aide d'un paramètre variable qui est ici le temps. En éliminant /, 
on trouve, d'une infinité de manières, deux équations 

f{oc,yy z) = o, ^(a;,7, z) = o, 

qui représentent deux surfaces dont l'intersection comprend la 
trajectoire, mais peut comprendre autre chose. 

Si l'on connaît a priori une surface sur laquelle est la trajec- 
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toire, il suffit de deux équations pour déterminer le mouvement 
du point. Par exemple, si la trajectoire est plane, en la rapportant 
à deux axes situés dans son plan, il suffit de connaître l'abscisse 
et l'ordonnée du point en fonction du temps; si la trajectoire est 
sphérique, en la rapportant à un équateur et à un méridien, il 
suffit de connaître la longitude et la latitude du point en fonclion 
du temps. 

Si l'on connaît, a priori, la trajectoire, il suffit d'une équation 
pour déterminer le mouvement du point : par exemple, la relation 
qui lie l'espace au temps (1). 

Au reste, les équations du mouvement se présentent en général 
sous la forme plus compliquée 

^{x, y, z, = 0, X(ar,7, 5, t)=o, ^\x,y,z,t) = o, 

I 

% 

22. Vitesse et accélération, — Les trois équations 

ne sont, en définitive, que celles des projections du mouvement 
suivant les trois axes. Les vitesses et les accélérations de ces mou- 
vements projetés (Set 10) 

dx , , ^ dy , , ^ dz . , , . 



d'^x 
'dt^ 



=<?'('>. Si^=2t"(')' S=^'(') 



sont les projections de la vitesse et de l'accélération totale du 
mouvement ou les composantes de cette vitesse et de celte accé- 
lération suivant les trois axes. Les diagonales des parallélépipèdes 
construits respectivement sur ces composantes donnent donc la 
vitesse et l'accélération en grandeur et en position. Il en résulte 
que la tangente à la trajectoire et que la droite sur laquelle est 
comptée l'accélération ont pour équations 

X-?(0 ^ Y-x(0 ^ Z-4;(0 
?\0 X'(0 f(0 ' 

x-?(0 ^ ^-xJt) ^ ^-^{t) 
?'(0 x\n f'(<) ' 

et que l'équation du plan osculateur qui contient ces deux droites 
Ch. Brisse, Mécanique. a 
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X-cp(0 Y-x(0 ^-HO 
?'(0 x'(0 ^^'(0 =0, 

T^co no v(o 



En désignant par X, [x, v les angles que font entre eux les axes 
des coordonnées, par v la vitesse et par a, p, y les angles que sa 
direction fait avec celles des axes, on a, d'après des formules 

connues, 

cosv cosfJL cosa 

cosX cosp 
I cosy 



(') 



I 

cosv I 

cosfjL cosX 



cosa cos3 cosy i 



= o, 



dx dy 



dz 



-7- H — r- cos V H — j- cos UL = p cos a, 
dt dt dt ^ ' 



(2) 



dx dy 

-r- COSV H 7- 

dt dt 



dz 
dJ 



cosX = pcosp, 



dx 
Tt 



dy 



^^^^^■^ ~St^^^^"^ ^ =PcosY. 



dz 
'di 



En portant dans l'équation (i) les valeurs de cosa, cos^, cos i' 
tirées des trois dernières, on a (^; les trois dernières donnent en- 
suite cosa, C0SJ3, cosy. 

Le calcul se simplifie, si les axes sont rectangulaires : 



cos* a -h cos* p + cos* Y = i ? 



dx 
'dt 



= p cosa, 



dy r, dz 

= pcosp, -77 =pcosY, 



dt 



dt 

dz\^ 



'■■=(§)■- (S)'- (S) 



cosa __ cos 3 _ cos Y 
dx ~ dy dz 

"dt ^ dt 



^mHthm' 



En désignant par a', P', y' les angles que la direction de l'accé- 
lération totale ppfait avec les axes, on a les formules (2), où a, p, 

dx dy dz ^ , , t ai f <^*^ d'^y ^*^ 

t'^^-di'W'dï *''''* remplacés par a', P', y, «-, -j^, ^, ^. 
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En coordonnées rectangulaires, on a donc 



w^ 



''{dt^J ^ \dt^ ) \dr-J 



ces a' _ ces P' __ cosy' _ 



d^ d^ d^ /Jdïxy Td^yy TdFzy 

dt^ dn dt^ y \dt%) ^\d^) ^\dt^) 

23. Accélération tangentielle et accélération centripète. — 
s? e\ {V étant déterminés en fonction de t^ on en déduit l'accéléra- 
tion tangentielle -^ et l'accélération centripète l/fv^ — 1-— \ . 

La direction de la première fait avec les axes les mêmes angles 
a, ^, Y que la vitesse, si celle-ci est positive, les angles u — a, 
71; — p, 71; — Y si elle est négative, et ses composantes T^;, Ty, T^ 
suivant ces axes s'obtiennent, dans les deux cas, en résolvant les 
équations 

T;r-t- Ty COSV -H T2 COSfJL = — cosa. 

'' dt ' . 

j 
(3) { T^cosv-4-Ty -+-T2COSX = -r- cosp, 

ï Tx ces (JL + TyCos^ -h T2 = — ces Y» 

La direction de la seconde, située dans le plan osculateur et 
dans le plan normal à la trajectoire, et dont l'angle avec la di- 
rection (a', P', y) de {V est aigu, fait avec les axes des angles 
a", p", y que l'on peut calculer par les formules connues; ses 
composantes suivant les trois axes s'obtiennent ensuite en résol- 
vant des équations analogues à (3). 

Connaissant — et cf!\ ^"^ y, on a le rayon de courbure de la 

P 

trajectoire et les angles que la normale principale dirigée vers le 
centre de courbure fait avec les axes. 

Voici le calcul en coordonnées rectangulaires : 
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_ (x'f-4''x')' + (4'>'-?'y)'+(?'x'-xV)» . 
?' X' ')'' ^''-^x''^¥' 

Équation du plan osculaleur, 

équation du plan normal, 

cp'X4-x'Y-hil.'Z^-... = o; 
équations d'une parallèle à la normale principale, 

X _ Y _ Z 

('l'?'-?'f)'^'-(?'x'-x'?")x'" •.. " •..' 

X _Y_ _ A. 

. (x'^+f^)?"-(x'x"+f^")?'"".. ~ •..' 

X Y z 



(,2_Cp'^)cp'_(^,g_Cp'cp^^Cp' ••• 



2 



.,-__,. .x'-ax' «r-3-,f 

d'où 

cosa" _ cos^" __ cosy' _ i 
„ dv , ~ „ d^ ,~' di> ., ~~ v^' 

"f-dif '^-dt^ '^-dt^ V 

et le signe du dernier terme est bien choisi, puisque la valeur de 

cosa'cosa"-h cos^' cosP"+ cosy'cosy" 



'["-(S)'1 f 

W V — 

P 



p 
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est positive; on voit qu'elle est bien égale au cosinus de l'angle 

aigu que fait l'accélération centripète — avec l'accélération to- 
tale w. 

Les composantes C^:, C^, G^ de l'accélération centripète suivant 
les trois axes sont alors 

24. Applications. — Une ligne dont le rayon de courbure 
est constamment infini ne peut être qu^une droite. 

En effet, de 






o, 



on déduit 

?' ~ X' " V 

d'où, en intégrant deux fois et en désignant par a, 6, c, rf, e,/ 

des constantes, 

/cp'-f- la = Ix'-h Ib = /^'-f- /c, 

a^'=b-^=c^\ 

ao ~r- d= by^ -h e = c^ -h f, 

ax-\- d= by -he = cz -h/, 

équations d'une droite. 

25. Un mou{>ement dont la vitesse a une direction constante 
ne peut être que rectiligne. 

En effet, de 

dx dy ^ dz 

^-=i>cosa, 5^=PC0sp, 5^=^cosY, 

ds 
on déduit 



'=dt' 



dx dy ,. dz 
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d'où, en intégrant et en désignant par a, 6, c des constantes, 

a: = 5 cosa -f- a, j^ = 5 cosp -f- 6, z = 5C0syH-c, 

a? — a y — ^ _ ^ — ^ _ 
cosa ~" cosp cosy ' 

équations d'une droite parallèle à la direction donnée. 

On peut encore dire : 

Si l'on projette orthogonalement le mouvement sur un plan 
perpendiculaire à la direction donnée, la vitesse du mouvement, 
projeté est constamment nulle, d'où 5= constante; la projection 
du mobile est fixe, donc sa trajectoire est une droite perpendicu- 
laire au plan. 

26. Un mouvement dont la vitesse est constamment parallèle 
à un plan ne peut être que plan. 

En effet, des formules (25) 

dx dy n dz 

-j- = cosa, —j- = cosp, -y = cosY» 

as ds ^ ds * 

on déduit, si la vitesse est parallèle au plan 

A 37 H- By -f- G ^ -f- . . . = o, 

que 

^dx ^dy ^dz >^ 

ds ds ds 

d'où, en intégrant et en désignant par D une constante, 

kx -i- By H- G^ -h D = o, 

équation d'un plan. 

On peut encore dire : 

Si l'on projette orthogonalement le mouvement sur une droite 
perpendiculaire au plan donné, la vitesse du mouvement projeté 
est constamment nulle, d'où 5 = constante; la projection du mo- 
bile est fixe, donc sa trajectoire est dans un plan perpendiculaire 
à la droite. 

27. Un mouvement dont U accélération est constamment pa- 
rallèle à un plan et dont la vitesse est, à un certain instant^ 
parallèle à ce plan ^ ne peut être que plan. 
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En effet, des formules 

-^ = «.cosa, _.^=«,cosp, '5^=«'C0S ', 

on déduit, si raccélération est parallèle au plan 

kx 4- B^-f- G;5 -h. . .= G, 
que 

. d^x _, d^y ^ d^'Z, 

d'où, en intégrant, 

. dx r^dy ^ dz 
A —, — i-B^-+-G-7- = const. 
dt dt ai 

Mais la vitesse étant, à un certain instant, parallèle au plan, la 
constante est nulle, d'où, en intégrant de nouveau et en désignant 
parD une constante, 

kx -4- Bj -h G^ -I- D = o, 

équation d'un plan. 

On peut encore dire : 

Si l'on projette orthogonalement le mouvement sur une droite 
perpendiculaire au plan donné, l'accélération du mouvement pro- 
jeté est constamment nulle, d'où ç^ = constante; mais, à un certain 
instant, ç? = o : donc ç? est toujours nul, la projection du mobile est 
fixe et sa trajectoire est dans un plan perpendiculaire à la droite. 

28. Un mouvement dont C accélération a une direction con- 
stante et dont la vitesse est, à un certain instant, parallèle à 
cette direction ne peut être que rectiligne. 

En effet, des formules 

d^x , d^r * o, d^z , 

-^ = «. cosa', -j^- =«-005?, _ = «. cos Y , 

on déduit, si l'accélération est parallèle à l'intersection des deux 

plans 

Ax -\-By -hCz -f-...= o, 

A'x -h B'y 4- C'z 4- . . . = o, 

que 

. d^x ^ d^y ^ d*z 

.,d^x T., dW r^fd^z 
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d'où, en intégrant, 

. dx r^ dy r> dz 
A-T-H-B -^H-C -r-= const., 
dt dt dt 

., dx ^, dy ^, dz 
A' -5- + B' -^ + C -j- = const. 
at at dt 

Mais la vitesse étant, à un cerlain instant, parallèle à l'intersec- 
tion des deux plans, les constantes sont nulles; d'où, en intégrant 
de nouveau et en désignant par D et D' des constantes, 

Kx -h By 4- G^ H- D =0, 
A'a: + B>-4-G'^ + D'=o, 

équations d'une droite. 

On peut encore dire : 

L'accélération est constamment parallèle à deux plans parallèles 
à la direction donnée et la vitesse est, à un instant donné, parallèle 
à chacun de ces plans : la trajectoire est donc à l'intersection de 
deux plans parallèles aux plans donnés (27), c'est-à-dire recti- 
ligne. 

EXEMPLES DE MOUVEMENT. 

29. Mouvement oscillatoire. — On appelle mouvement oscil- 
latoire un mouvement dans lequel la distance du mobile à une 
origine fixe O {fig- lo), comptée sur la trajectoire, est représentée 

par la formule ' 

s = acos(to< -+- a), 

a, 0), a désignant des constantes. 

Fig- 10. 



M 



Supposons, par exemple, les constantes a, o) positives. Pour 
t = o, le mobile est en A, à une distance acosa de l'origine; 

^croissant, s diminue, devient égal à zéro lorsque to^ + 2t= -> 
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puis devient négatif, de sorte que le mobile s'éloigne jusqu'au 
point B, tel que OB = a, qui est atteint lorsque w^ + a = u. Le 
mobile rétrograde ensuite et atteint le point C, tel que OC = cr, 
lorsque (ot -\- cl = 2tz, Il revient enfin en A après un temps t, tel 
que WT= au. Au delà, le mouvement présente une série indéfinie 
de périodes identiques à celle que Ton vient de décrire. 



30. Durée d^ oscillation, — La durée t= — est telle que, 

lorsqu'elle sépare deux instants du mouvement, le mobile traverse 
à ces instants, dans le même sens, le même point de sa trajec- 

toire; on l'appelle durée d^ oscillation. En remplaçant w par ^— > 
on peut écrire 

/iTZt \ 

S = a cos ( h al. 

La constante a, dont la valeur mesure le maximum de Texcur- 
sion du mobile de part et d'autre de la position moyenne O, s'ap- 
pelle V amplitude du mouvement. Il y a lieu de remarquer que la 
durée d^ oscillation est indépendante de V amplitude, 

31. Vitesse et accélération tangentielle, — On a 

ds • / * N 

-T- = — aw sin(a>^ -+- a), 

-r-^ = — au)' cos(tu^ -f- a). 

Cette dernière formule peut s'écrire 

df^ =-''"'• 

Elle montre que l'accélération tangentielle, en un point quel- 
conque M de la trajectoire, est proportionnelle à la distance OM 
et qu'elle est dirigée dans le sens de M vers O. 

3i. Réciproquement, si r accélération tangentielle d'un mo- 
bile M sur une courbe quelconque est proportionnelle à la 
distance qui le sépare d'un point fixe O pris sur elle et dirigée 
dans le sens de M vers O, le mouvement est oscillatoire. 
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En effet, de l'équation 

où la constante est négative à cause du sens de l'accélération tan- 
gentielle, on déduit, en intégrant, 



\-r) = — 0)2 5*4- 0)* «2, 



la constante tù-a^ étant positive, à cause du signe du premier 
membre, ou 



= 0) dt. 



V'-(=)' 

En supposant les constantes a, o) positives et s diminuant avec le 
temps, le radical a le signe — ; d'où, en intégrant et en désignant 

par a une constante, 

s 
arc cos — = to^ -f- «, 

s z= a cos(a)^H- a), 
ce qui prouve la réciproque. 

33. On peut simplifier l'équation d'un mouvement oscillatoire 
par le choix de Torigine des temps. 

i*' Supposons que l'on prenne, pour cette origine, un instant 
où le mobile passe en G; on doit avoir 5 = a pour ^==o; par 
suite a := ikiz et la formule devient 

s =^ a coso)^. 

2° Supposons que l'on prenne, pour origine des temps, un 
instant où le mobile passe en O, dans le sens OC. Pour ^ = o, on 

doit avoir s = o, donc a = — f- kiz] de plus, la dérivée — ao) sina 

doit être positive, donc k est un nombre impair. Il en résulte que 
l'équation du mouvement devient 

5 = a sin (0 1, 
En remplaçant o) par — > on voit que tout mouvement oscilla- 
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toire peut être représenté par Tune des deux équations 

s = a cos > s =z a sm , 

dans lesquelles a et t représentent Tamplitude et la durée d'oscil- 
lation. 

Dans le cas où le mouvement oscillatoire estrectiligne, il prend 
le nom de mouvement vibratoire simple, et la durée d'oscillation 
celui de durée de vibration; l'accélération tangentielle est, d'ail- 
leurs, l'accélération totale. 

34. Houvement circulaire uniforme. — Supposons qu'un point 
décrive, avec une vitesse constante, un cercle de rayon a en sens 
contraire de celui des aiguilles d'une montre. 

Soient A et M les positions de ce point à l'origine des temps et 
à un instant quelconque t. Désignons par a Tangle AOX, par 
l'angle MOX, par o) l'angle décrit par le rayon dans l'unité de 
temps. Les coordonnées du point M ayant pour valeurs a cos 8, 
asinO et l'angle 8 étant égal à o)^ + a, les équations du mouve- 
ment circulaire uniforme direct sont 

i X — a cos(w^ -h a), 

(i) 

( y = asm{hit -^a). 

Les équations du mouvement rétrograde s'obtiennent en chan- 
geant 0) en — (i); on peut les écrire ^ 

/ a7 = acos(a)^ — a), 
( j^ = — a sin {tut — a). 

SoitT la durée d'une révolution complète du mobile; cette du- 

rée est telle que wt = itz. En remplaçant o) par — > les équations 
(i) et (2) peuvent se mettre sous la forme 



X 



flTZt \ 

= a cos f H- sa 1 , 

)• 



ITZt 

j^ = sa sin ( h ea 



£ désignant + i ou — i, suivant que le mouvement est direct ou 
rétrograde. 
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35. Vitesse. — On tire, des équations (i), 

dx . dy 

-j- = — ao) sin(a>f -h a), -~- = aw cos(ai^ -i- a), 

OU bien 

dx dy 

et il suffit de changer le signe de o) pour avoir les composantes de 
la vitesse dans le mouvement rétrograde. 

En ajoutant les carrés des composantes, on retrouve \f = ato. 

36. Accélération. — Les composantes de l'accélération sont 

d^ X d^ y 

-j-j — — aa>2 cos(a)^-i- a), —^ — — ato^ siii (o)^ + a), 



OU bien> 



d^x d\y , 

dt^ ' dt^ -^ 



Ces formules montrent que la direction de l'accélération passe 

par le centre du cercle et que sa valeur est ao)^, c'est-à-dire — > 

ainsi que cela devait être d'après la valeur générale de l'accéléra- 
tion centripète. 

^ 37. Cas de mouvement elliptique. — Le mouvement que nous 
' allons étudier se présente dans l'étude des phénomènes optiques. 

Ses équations sont 

ia7 = a cos((o^ h- a), 
y = b cos(to^ -f- 3), 
z =^ c cos ( (0 ^ -i- Y ) î 
a, 6, c, a, [3, y, o) désignent des constantes. 

38. Trajectoire, — Les équations (i) peuvent s'écrire 

- =cosacos(o^ — sinasîno)^, 
a 

Y 
^ =cosPcosa)^ — sin^sino)^, 

- =:cosYcosw? — sinv smo)?. 
c ' * 
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En éliminant coso)^ et sinco^ entre ces trois équations, on a l'é- 
quation 



- cosa sin a 
a 



Y 

j- cosp sinp 



cosY sinv 
c ' • 



= o, 



ou 



^7* v z 

sin(P — y)- -Hsin(Y-a) 1^ -h sin(a — ^ ) - =0, 

qui représente un plan. 

En tirant cosw^ et sinco^ des deux premières et en les portant 
dans la relation 

on a l'équalion 

qui représente un cylindre elliptique. 

La trajectoire est donc, en général, elliptique; en particulier, 
elle peut être circulaire ou rectiligne, 

39. Axes principaux de la trajectoire, — Soient 

A = ae'^i, B = be^\ C = ceV, 

Ao = ae-'^i, Bo = be-^i, Co = ce-V. 

Les équations (i) peuvent être mises sous la forme 

27 = B e^^^ -T- Bq e-<^^'\ 
iz = Ce<^^''-h Go e-<^^'. 

A l'aide de ces valeurs, et en posant 



A2-hB2-i-C2- 


M e^'\ 


a;-4-bj + c5=: 


Me-^iy 


a2 -U ^,2 _|. c2 - 


I, 



on trouve que la distance d du mobile au centre de sa trajectoire 



f 
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est, à un instant quelconque, déterminée par la relation 

c?2= a;^-hy^-hz^= J[I + M cos(2W? -h o)]. 

Par suite, le maximum et le minimum de d s'obtiennent en po- 
sant 2(i)^-f-8 = o et 20)/4-S = 7r et se déduisent de la formule 

1 

En remplaçant successivement iùt par et dans les 

équations (i), on a les projections sur les axes de coordonnées 
du demi grand axe et du demi petit axe de la trajectoire. 

La détermination des axes principaux en grandeur et en direc- 
tion revient donc au calcul du module M et de l'argument S de la 
quantité imaginaire A^H- B-+ G^. 

Pour que la trajectoire soit circulaire, il faut et il suffit que les 

deux valeurs > soient égales et, par suite, que M soit 

nul; on doit donc avoir 

Pour que la trajectoire soit rectiligne, il faut et il suffit que le 
petit axe de la trajectoire soit nul, ou que T:=M; on doit donc 

avoir 

(a2 -h ^»2 + c^y = ( A2-+- B2 h- G^) (AJ -f- BJ h- CJ). 

40. Période du mouvement. — Les équations (i) montrent 
que ^, y, z passent par les mêmes valeurs lorsque le temps s'ac- 
croît d*une quantité t telle que (07= 2 7r; cette quantité égale à 

— s'appelle \dL période du mouvement. 

En remplaçant (0 par — 5 les équations du mouvement de vien- 
nent 



ITZt 

X =. a cos ( h a 



2TC/ 

Z = c COS ( —^ — h Y 
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On les emploie fréquemment sous cette forme dans les théories 
du son et de la lumière. 

Ji Al, Vitesse. — En prenant les dérivées des valeurs (i), on a 
les composantes de la vitesse 



(•^) 



-j— = — aw sin(w?H- a),. 

-j- = -r 6 o> sin ( 0) ^ -h 8 ), 
dt 

dz • / ^ \ 

-j- = — cto sin(a>^ -h y). 



De ces valeurs résulte une propriété remarquable du mouve- 
ment; on tire, en effet, des équations (i) et (2), 



(3) 



dy dx , . / ûx 



et cette équation peut s'interpréter géométriquement. 

Considérons la projection de la trajectoire sur le plan des xy. 
Soit N {fig* 1 1), à un instant quelconque, la projection du mobile 

Fig. II. 




sur ce plan; désignons par /' le rayon ON et par 8 Tangle NO^ 
considéré copame croissant avec le temps de l'axe des x positifs 
vers l'axe des y positifs. De la relation 



tango = -^, 

X 



on déduit, par dérivation, 

_i d^ 
co 
et, par suite. 



dy 



dx 



^H ^ dt 



cos*6 dt 



x^ 



dy dx ^ ^ d^ _^ dk 

^Tt "'^'dt '~^ di "^di' 



3*2 CHAP. I. — CINÉMATIQUE DU POINT. 

en désignant par X l'aire décrite parla projection /• du rayon vec- 
teur du mobile. 

La relation (1^) donne donc 

et l'on en déduit, par intégration, en supposant que l'aire X com- 
mence avec le temps t^ 

Ce résultat montre que l'aire décrite par la projection du rayon 
vecteur croît proportionnellemejit au temps et, comme le mou- 
vement du point s'effectue dans un plan, il s'ensuit que les aires 
décrites par le rayon vecteur dans ce plan sont aussi propor- 
tionnelles aux temps. 

vl 42. Accélération . — Les dérivées secondes des expressions (r) 

donnent les composantes de l'accélération 

-,— = — aa)2 cos(ai^ H- a), 
d'V 

• ■ 

— =_cto2cos(u)/ + y), 

et ces valeurs peuvent s'écrire 

d-T , d^r „ d^z 

On en conclut que l'accélération, en un point quelconque M, 
est dirigée suivant la droite qui joint ce point au centre de l'el- 
lipse, et que la valeur de cette accélération s'obtient en multipliant 
par 0)2 le rayon vecteur OM. 

43. Mouvement circulaire varié. — Un point décrit un cercle 
de rayon p; soit ç sa vitesse à un instant quelconque. Tous les 
points du rayon décrivant des arcs semblables, leurs vitesses à un 
même instant sont proportionnelles à leurs distances au centre, de 



J 
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sorte que, si (o est la vitesse du"point situé à l'unité de distance du 
centre, on a (^ = (op. La quantité to s'appelle la vitesse angulaire; 

"de 



la dérivée ^ est V accélération angulaire. 



44. Équations du mouvement. — Supposons le mouvement 
rapporté à trois axes rectangulaires C^r', Cj^', Cz' {J^ff- ï^), ses 
équations seront 

iF' = pcos6, j^' = psin6, z' = o, 

Fig. 12. 




8 étant, avec le même sens qu'au n° 39, l'angle décrit par le rayon 
pendant le temps t. 

Transportons le trièdre des coordonnées 0:r, Oy, Oz, de ma- 
nière qu'il coïncide avec Cx'^ Gj^', Gz'] désignons par 

a, 6, c les cosinus directeurs deCz'; 

^oiJKoî ^0 l^s coordonnées du point Mo, qui correspond à l'ori- 
gine des temps ; 
x^y, z les coordonnées du mobile à l'instant t. 

Les coordonnées du point C sont les solutions communes aux 

équations 

a{X — Xo)-hb(Y—jro)-hc(Z — Zq) = o, 



a 



Gh. Brisse, Mécanique, 
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c'est-à-dire 

X = a{airo •+• bya -f- c^o)> 

Y = b(axo H- byo •+- czq), 

Z = c(axo H- byo H- czq). 

Les paramètres directeurs de GMo sont 

Xo — X 7o — Y Zq — Z 
, , 

P P P 

Le plan OCMo a pour équation 

AXH-BY-hGZ = o, 

Aa -+-B6 H- Ce = o, 

Xxo-h B^o+ G^o = o, 



avec les conditions 



d'où, au signe près, 

A = bzo — c^Q, B = cxq — azoj G = ayQ — bxQ] 



or 



= (a« -h ^>« -H c^){xl -hyl ^zl) — (axo-{- by^^ cz^Y 
= ^o+Jo -^ ^l —{ax^^by^-^czç^y 



= OMo -OG =p2; 

les paramètres directeurs de la perpendiculaire Cy' au plan OCMo 
sont donc, au signe près, 



A B G 

— y — > — > 

P P P 



et ce signe doit être tel que le déterminant du trièdre 

Xq — X A 



P 


P 


ro-Y 


B 


P 


P 


Zçi — Z 


G 



a 



soit égal à + I ; ce qui a lieu, car, en multipliant la dernière co- 

I axo-{- byo-h czq . i? • ^ * * i •-» -i • .. 

lonne par et en 1 ajoutant a la première, il vient 



Xq X a 
yo B b 
Zq C c 



I 



X a Xq 

B b n 

G c Zq 



ii=(A'+B»+G.)l=-H,. 
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Les équations du mouvement sont donc, d'après les formules 
de la transformation des coordonnées, 

X = (iTo — X) cosô -f- A sinô -f- X, 
y — (^0— Y; ços6 + B sinô -f- Y, 
z — (^0 — Z)cos6 H- C sinô h- Z, 

où l'on doit considérer 8 comme une fonction donnée du temps t* 

45. Vitesse. — On peut trouver directement les composantes 
de la vitesse; en effet, elle a pour valeur o)p (43), w étant égal à 

-7-; elle est, de plus, dirigée suivant la tangente au cercle dans le 

sens du mouvement. 

Les paramètres directeurs de C^' perpendiculaire au plan OCMq 
étant (44) 

, ,• , 

9 9 9 

ceux de la tangente perpendiculaire au plan OCM et dirigée de la 
même manière sont ^ 

hz — cy ex — az ay — hx 

9 9 9 

et Ton a immédiatement, pour les composantes de la vitesse, 

-^ = o) (ca? — az)^ 
-^ ^^{ay — hx), 

46. Accélération. — En prenant les dérivées des expressions 
ci-dessus, on a les composantes de l'accélération suivant les axes : 



d^x 



V . , ^dtii f , dz dy\ 

^ -^ ^ dt \ dt dt / 

= (bz — cy) -77 H- to2 [a {ax -r- by -{- cz) — x] ; 



ax -^ by -{- cz^ distance du point M au plan mené par l'origine pa- 
rallèlement au plan du cercle, est égale à ax^-^- byQ-\-czQ^ di- 
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slance du point M© du cercle au même plan, d'où (44) 

d^x ,, d(3j „ ,-. 

^ = (c^-a^)-^+<o^a-r), 

On peut trouver directement ces valeurs en- exprimant que, sur 
chaque axe, la projection de l'accélération est la somme des pro- 
jections de l'accélération tangentielle, qui est le premier terme, et 
de l'accélération centripète, qui est le second terme. 

47. Mouvement. à accélération centrale. — Considérons un 
mouvement dont l'accélération passe, à chaque instant, par un 
point fixe, que nous prendrons pour origine des coordonnées. 

En exprimant que la droite sur laquelle est comptée l'accélé- 
ration (22), 

X-o _ Y — X _ Z — 4; 



passe par l'origine, on a 



?" " r ~ v 



ou 

i],q"— çpij>"= O, 

?X""-X?"=<^î 
d'où, en intégrant et en désignant par a, b, c des constantes, 

X'V— +//=«' 

4'?'— ?4''= ^y 

De ces trois équations, on déduit 

acp-h by-{-c^= ax -\- by -^ cz = o, 

équation d'un plan passant par le point fixe; ainsi la trajectoire 
est plane et son plan passe par le centre fixe. 

Considérons la projection de la trajectoire sur le plan des xy\ 
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en employant les mêmes notations qu'au n® 40, on a 

dX dv dx , , 

\ désignant l'aire décrite par la projection r du rayon vecteur du 
mobile; c'est-à-dire, dans le cas actuel, 

dX 

-^ dt "'^ 

d'où, en intégrant et en supposant que Taire X commence avec le 

temps ty 

^ ï 

A>= - et. 
'1 

Comme au n® 40, on en conclut que les aires décrites par le 
rayon vecteur du mobile dans le plan de la trajectoire sont pro- 
portionnelles aux temps. 

48. Réciproquement, si la trajectoire est plane et si les aires 
décrites par le rayon vecteur du mobile dans ce plan sont pro- 
portionnelles aux temps, V accélération passe par le centre de 
rotation du rayon vecteur. 

Si l'on désigne par k l'aire décrite dans l'unité du temps, et si 

l'on fait commencer l'aire avec le temps, l'aire décrite au bout du 

temps t est 

kt. 

Prenons pour origine le centre de rotation du rayon vecteur, et 

soit 

ax '\- by '\- cz z= o 

l'équation du plan de la trajectoire; la projection, sur le plan 
des xy, de l'aire décrite, est 

kt--r= , 

et sa dérivée 

kc 



v/a*-h62-hc« 
Par suite (40), 



kc dy dx , , 
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OU, en supposant a, 6, c préalablement multipliés par un facteur 

tel que 

a»H-6î + cî = 4A:«, 



on aurait de même 



En différentiant, on a 



ou 



1 -jL- ï 



ce qui exprime que la droite sur laquelle est comptée l'accéléra- 
tion passe par l'origine. 

Cette réciproque et la proposition directe constituent le prin- 
cipe des aires. 

49. Vitesse, — Soient 

r "• x' "" 'l^' 

les équations de la tangente, et 

<p'X + x'Y-i-il;'Z = o 

l'équation du plan mené par l'origine perpendiculairement à cette 
tangente. Les solutions communes à ces équations sont les coor- 
données du pied de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur 
la tangente ; 

Y - V — v' 22-±12çl±±L' , 

* — /. /. çp'2^^'2_i_,];'2 ' 

^ ^ <p'2_|_^'2_,.^'2 ' 

on a donc, pour le carré p^ de la distance de l'origine à la tan- 
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gente, 

_ (y'+x'+4'')(y''+x''+4''')-(??'+xx'+H')' 

?''+x''+4''* 

_ (.xV- fa')'-^ (■y?'- ?■!'')'+ (?x'- xy')' 

?'*-(-x''+4''' 



a> -H 6' -I- c» 4 A:» 



d'où 



-"i^' 






c'est-à-dire que la vitesse varie en raison inverse de la distance 
du centre à la tangente au point correspondant, 

50. Réciproquement, si la trajectoire est plane et si la vitesse 
est en raison inverse de la distance d^un point fixe du plan à 
la tangente j V accélération passe par le point fixe. 

Prenons le point fixe pour origine, et soit 

ax -^ by -^ cz = o 
l'équation du plan de la trajectoire. On a d'abord 





a<p + 6/-Hct]; =0, 


d'où 


acp'-h6/'-f- c^' — 0, 




1 «-(X^' ^t!)V'y 


(I) 


On a ensuite 


f c-(?x' x?')i^. 




1k 

p = — f 



d'où 

w- H'y^ (W- ?V)'+i?i''-x^')^ = 4 A:^ 



ou, eu égard aux équations (i), 



.2 



=4*», 



ce qui prouve que u est constant. 
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En différentiant les équations (i), on continue et Ton conclut 
comme au n** 48. 



51. Accélération. — Soient r et le rayon vecteur et l'angle 
polaire du mobile dans le plan de la trajectoire, on a, d'après ce 
qui précède, 

on sait] d'ailleurs que le rayon de courbure d'une courbe en coor- 
données polaires est donné par la formule 



d'où 



dr 



p5 _ jk^dp _ 4A:» p 
p " p^r dr " r* i 

f ' CL — 

r 

dv __ ^ p 

di "' r3 c?e ' 



w 

\ f2 / 1 

d- 

r. 



w 






d'autre part, 



d'où 



d- 
r 



/? = rsmV, tangV=--=— ? 



dr 



p- Lr2"*"\^ô/_ 



d^i 

r I .£ 

-i \r ' d^^ J r 

d- = 



i> 



U^wJ 
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et, en remplaçant, 

— 1^ ( I _r 

Si l'équation de la trajectoire est donnée sous la forme 

on a immédiatement w par l'équation précédente. 

52. Par exemple, si la trajectoire est une conique et que le 
point fixe soit un des foyers, on a, en désignant par q le para- 
mètre, par e l'excentricité et par a l'angle de l'axe focal avec 

l'axe polaire, 

I I -4-6 008(6 — a) 



et 



4A:2 1 
w = ■ ; 



V accélération est inversement proportionnelle au carré de la 
distance au foyer, 

o3. Réciproquement, si V accélération passe par un point 
fixe et est inversement proportionnelle au carré de la distance 
du point mobile au point fixe, la trajectoire est une conique 
ayant le point fixe pour foyer. 

En désignant par â: l'aire décrite pendant l'unité de temps (47) 
et par ^ un facteur convenable, on peut représenter l'accélération 

par 2^ ^^^ donc (51) 

/xkn \_ _lf )_ 4_^ _1 
ou 



r'^'d^ "q' 



OU 



d^ 



\r g) ■ /i l\ ^ 



X 
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d'où, en intégrant et en désignant par— une constante, 



L d% }^\r q) -y»' 



e \r q I 



V-[fG-J)]' 



= d^. 



arc cos 



En prenant le signe — devant le radical, ce qui suppose r crois- 
sant avec 0, en intégrant et en désignant par a une constante, il 
vient 

e\r q) 

1 _ I -4- ô COS (6 — a) 
r ~ q ' 

ce qui prouve la réciproque. 

54. Lois de Kepler, — Kepler a reconnu que les mouvements 
des planètes satisfont à trois lois empiriques, qui sont les sui- 
vantes : 

I® Les planètes décrivent autour du Soleil des courbes 
planes et les aires décrites par les rayons vecteurs sont pro- 
portionnelles aux temps; 

2° Les courbes décrites sont des ellipses dont le Soleil occupe 
un des foyers ; 

3® Les carrés des temps des révolutions sont entre eux comme 
les cubes des grands axes. 

De la première loi, Kepler a conclu que l'accélération pas- 
sait constamment par le Soleil (48). De la deuxième, Newton a 
conclu que l'accélération était inversement proportionnelle au 
carré de la distance au Soleil (52), et de la troisième que Vaccé- 
lération à une distance donnée du Soleil était la même pour 
toutes les planètes. 

En effet, soit T la durée de la révolution d'une planète, l'aire 
décrite par son rayon vecteur sera égale à kT\ cette aire est 
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d'ailleurs celle de l'ellipse; on a donc, en désignant par a et 6 le 

grand et le petit axe, 

kT = Tzabj 

d'où 

. Tzab 
et, en remplaçant dans l'expression de w (51 ), 

(jt> = z — • 

mais 

b^ 

^ a 
donc 

4'ir2«3 I 



w = 



T« r* 



D'après la troisième loi de Kepler, =^ est le même pour toutes 
les planètes, donc w aussi, pour une même valeur de /•. 
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CHAPITRE IL 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS. 



55. Définition du mouvement absolu, du mous^ement relatif 
et du m^ouvement d'entraînement, — .Nous avons rapporté jus- 
qu'ici la position du mobile à des repères fixes; le mouvement . 
est alors un mouvem^ent absolu^ Mais, à la surface de la Terre qui 
se meut continuellement dans l'espace, nous ne pouvons observer 
aucun mouvement semblable ; les points qui nous servent de re- 
pères dans l'observation des différents mouvements se déplacent 
eux-mêmes, sans que nous en ayons conscience. Le mouvement 
que possède un mobile, par rapport à ces points considérés comme 
fixes, est dit moui^ement relatif; quant au mouvement de la Terre, 
au mouvement des points de repère, c'est le mouvem^ent d'en- 
traînement. Le corps qui se meut décrit en réalité dans l'espace 
une trajectoire bien différente de sa trajectoire apparente, et le 
problème à résoudre serait le suivant : déterminer la forme de 
cette trajectoire et la vitesse absolue du mobile à un instant quel- 
conque, connaissant le mouvement relatif et le mouvement d'en- 
traînement. 

56. Composition d'un mou\?ement quelconque et d'un mou- 
vement de translation, — Nous nous bornerons au cas où le 
mouvement des repères, qu'on peut supposer réduits à trois axes 
de coordonnées, est un mouvement de translation. Si l'on ap- 
pelle déplacement d'un point la droite qui joint la position ini- 
tiale de ce point à sa position finale, un mouvement de translation 
est celui dans lequel les déplacements des points du système, pen- 
dant des intervalles de temps quelconques, sont égaux, parallèles 
et dirigés dans le même sens. 
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Concevons alors qu'un point semble, pour un observateur lié 
aux axes mobiles, décrire la courbe AB (^fig* 1 3). Soient AB et A'B' 
les positions réelles de cette courbe entraînée par les axes à deux 
instants différents t et t\ AGA' et BDB' les trajectoires absolues 
de deux de ses points A et B; leurs déplacements AA' et BB' sont 




égaux et parallèles. Si, pendant la translation , le mobile primiti- 
vement en A semble être venu en B, il est réellement en B'. Or la 
figure ABA'B' est un parallélogramme dont les côtés sont formés 
par les déplacements dus au mouvement relatif et au mouvement 
d'entraînement, et la diagonale de ce parallélogramme est le 
déplacement absolu. On donne aux deux côtés du parallélogramme 
le nom de composantes du mouvement et à la diagonale le nom de 
résultante, La construction répétée de ce parallélogramme per- 
met évidemment de construire par points la trajectoire réelle du 
mobile. 

Ainsi, en se bornant au cas où le mouvement relatif et le mou- 
vement d'entraînement sont rectilignes, soitjj^le déplacement re- 
latif d'un mobile pendant un temps t^ et x le déplacement d'en- 
traînement pendant le même temps; si ces mouvements sont 
analytiquement déterminés, y elx seront des fonctions analytiques 
du temps, et l'on aura 

En donnant à ^, dans ces équations, différentes valeurs, on en 
déduit pour ^ et y des valeurs correspondantes, et les sommets 
des parallélogrammes construits à l'aide de ces valeurs sont les 
positions successives du mobile; en éliminant t entre ces deux 
équations, on a l'équation delà trajectoire absolue. 

Parmi les problèmes que cette règle permet de résoudre, nous 
choisirons les plus simples et les plus intéressants. 
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57. Composition de deux mouvements rectilignes et uni- 
formes, — Si B {fig* i4) est la position du mobile sur Oy au 
bout d'un certain temps, A la position que vient occuper le point O 
de la droite Oy au bout de ce même temps, la position finale du 
mobile est en M et la trajectoire est la droite OM, puisque tous 

Fig. 14. 




les triangles, tels que MOB, sont semblables. Le mouvement ré- 
sultant est d'ailleurs uniforme, car OM est proportionnel à OB, 
et, par suite, au temps. 

58. Composition de deux mouvements rectilignes, unifor- 
mément variés et sans vitesse initiale, — Si B et A ont la même 
signification que plus haut, M est la position du mobile au bout 
d'un certain temps, et, la trajectoire est la droite OM. De plus, 
OM est proportionnel à OB, et, par suite, au carré du temps; le 
mouvement résultant est donc uniformément varié. 

En désignant par a, b, c les accélérations des mouvements com- 
posants et du mouvement résultant, on a 

d'où 

OA _ OB _ OM^ 

abc 

On en déduit que l'accélération du mouvement rectiligne résul- 
tant est la diagonale du parallélogramme construit sur les accélé- 
rations des mouvements rectilignes composants. 

59. Composition de deux mouvements, Vun rectiligne et 
uniforme. Vautre rectiligne, uniformément varié et sans vi- 
tesse initiale. — Soient OxqI Oy {fig* i5) les directions de ces 
mouvements, v la vitesse du premier, y l'accélération du second, 
on a 

y = • — > X =^ vt. 
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d'où 




a> 



équation d'une parabole tangente en O à la droite Oo: et dont Oy 
est un diamètre. 

60. Parallélogramme des vitesses, — La vitesse du point A 

(Jig- 16) dans le mouvement relatif est la limite du rapport , 

corde AB . , arcAB t * n • / i 

ou — , _ — ? puisque le rapport r~Tû ^ pour limite 1 unité; la 

vitesse du point A dans le mouvement d'entraînement, égale et 




parallèle à celle d'un autre point quelconque B de la trajec- 
toire relative, est de même lim — -, — - — > et sa vitesse absolue 

lim — -, — — . Si donc on désigne la vitesse d'entraînement par ç^^., 

la vitesse relative du point A par <> et sa vitesse absolue par i^^, 
\a sera la diagonale du parallélogramme construit avec les droites 
Vr et Ve dirigées respectivement suivant les tangentes à la trajec- 
toire relative et à la trajectoire d'entraînement dans le sens du 
mouvement, ou, plus simplement, sera la résultante de la vitesse 
relative et de la vitesse d'entraînement; elle sera d'ailleurs tan- 
gente à la trajectoire absolue, dans le sens du mouvement. 



i8 
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61. Nouvelle définition de r accélération totale. — Soient M 
et M'( fig, 1 7 ) deux positions successives d'un mobile sur sa trajec- 
toire aux instants f et ^ -h dt. La vitesse v' à l'instant t -}- dt^ 

Fig. 17. 




transportée parallèlement à elle-même en M, peut être regardée 
comme la résultante de la vitesse v à Tinstant t et d'une autre 
vitesse v" , à laquelle on donne le nom de vitesse acquise pendant 
rintervalle de temps dt. Nous allons démontrer que la limite du 

rapport -t-> quand dt tend vers zéro, est l'accélération totale à 

rinstant /, et la limite de la direction de v"^ celle de l'accélération 
totale. 

A cet effet, considérons les composantes de i»" suivant la tan- 
gente en M à la courbe et suivant la normale située dans le plan 
RMQ. On a, en appelant a l'angle de contingence, 

MT = RS = p'cosa — (^, 
MN = SQ-(^'sina. 

L'arc MM', qui a^. v dt pour valeur principale, a aussi pour valeur 
principale celle de ap, p étant le rayon de courbure en M; il en ré- 
sulte que la valeur principale de a est -, et que les valeurs 

principales de MT et MN sont 



av et , 



d'où 



,. MT di> 
lim —T- = -7-» 
dt dt 



lim 



MN 
dt 



ci 

P 



D'ailleurs, le plan RMQ, mené par la tangente MT parallèle- 
ment à la tangente infiniment voisine, a pour limite le plan oscu- 
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lateur en M, la direction limite de MN est donc celle de la normale 
principale. Les composantes de la limite de -r étant, suivant la 
tangente et la normale principale, les mêmes que celles de l'accé- 
lération totale, l'identité de lim j- et de tv est établie. 



Ch. Bbisse, Mécanique. 4 
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CHAPITRE III. 

DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL. 



DE LA FOBCE. 

62. Première notion de la force. — Toutes les fois que nous 
voulons mettre un corps en mouvement, nous avons conscience 
d'un effort qu'il faut exercer sur lui pendant un certain temps, 
même en supposant que tous les obstacles au mouvement aient 
été écartés. 

Pour maintenir un corps soulevé et l'empêcher de tomber sur le 
sol, nous développons un effort de nature identique au précédent, 
et nous avons conscience, dans les deux cas, de la grandeur re- 
lative de nos efforts. Nous pouvons donc comparer les premiers 
aux seconds en faisant choix d'une unité. 

Nous adopterons comme unité, sous le nom de kilogramme, 
l'effort nécessaire pour maintenir soulevé dans le vide, à l'obser- 
vatoire de Paris, au niveau de la mer, un décimètre cube d'eau 
pure prise à la température de 4** centigrades, et nous appellerons 
égaux les efforts capables de maintenir soulevés le même nombre 
de décimètres cubes d'eau. En général, nous dirons que deux 
efforts sont entre eux comme les nombres de décimètres cubes d'eau 
qu'ils seraient capables de maintenir soulevés, et ces nombres ser- 
viront à les représenter respectivement. 

Tout mouvement imprimé par nous à un corps est donc dû à 
un effort variable, ou non, exercé pendant un certain temps, et 
capable à chaque instant de maintenir soulevés un nombre plus 
ou moins grand de décimètres cubes d'eau qui en donnent numé- 
riquement la valeur. 

Il est bien clair qu'au lieu de rapporter tous nos efforts au kilo- 
gramme, nous aurions pu prendre un terme de comparaison em- 
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prunté à un ordre tout différent de phénomènes, à l'élasticité des 
ressorts par exemple. 

« Dans la nature, la plupart des corps se meuvent en dehors 
de notre action personnelle, et par des causes qui nous sont géné- 
ralement inconnues. Mais, quels que soient ces mouvements, nous 
concevons toujours qu'ils pourraient être produits par des efforts 
analogues à ceux que nous développons nous-mêmes, et qui en 
différeraient seulement par le degré de leur énergie. 

» Un des objets de la Mécanique est précisément de rechercher 
la valeur de cet effort idéal, qu'on appelle force, capable de réa- 
liser le mouvement précis que l'on a en vue^ ou réciproquement, 
de trouver le mouvement qu'imprimerait un effort déterminé, si 
on le supposait appliqué réellement au corps. 

» Les relations numériques que nous établissons ainsi entre les 
mouvements et les forces portent sur des éléments qui sont, la 
plupart du temps, tout à fait fictifs, en ce sens que les uns ne sont 
pas, en général, le produit réel des autres ; mais ces relations nous 
intéressent en ce qu'elles nous apprennent que les mus pourraient 
toujours être le produit des 'autres; et elles nous permettent de 
nous rendre compte, à notre manière, de la puissance des causes 
inconnues auxquelles les mouvements considérés sont réellement 
dus. Ces relations nous montrent, en effet, que la cause quel- 
conque de tel ou tel mouvement particulier est équivalente à un 
effort déterminé dont la connaissance nous est familière (*). » 

63. Direction d^une force, — Quand nous voulons mettre en 
mouvement un corps de dimensions assez petites pour qu'on 
puisse en faire abstraction, nous avons conscience d'une direction 
dans l'effort exercé, et cette direction est celle du mouvement que 
nous voulons produire. 

64. Point matériel, — Un corps, dont les dimensions sont 
assez petites pour qu'on puisse ainsi en faire abstraction, tout en 
supposant que la matière y est condensée en aussi grande quantité 
qu'on le veut, s'appelle un point matériel, 

, Point (inapplication d' une force, — Quand nous applî- 



(') Ch. de Freycinet, Traité de Mécanique rationnelle. 
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quons un efTort à un corps dont les dimensions ne sont pas négli- 
geables, cet effort n'est pas appliqué à toute la surface du corps et 
généralement même nous supposons que l'étendue sur laquelle il 
s'exerce est assez restreinte pour qu'on puisse la réduire à un 
point; ce point est dit alors le. point (inapplication de la force. 

66. Représentation géométrique d^ une force, — Pour repré- 
senter une. force, on fait la convention géométrique suivante : 

On mène, à partir du point d'application, dans la direction de 
la force, une droite limitée et qui contient autant de fois l'unité 
de longueur qu'il y a d'unités dans la force. 

Cette droite représente la force en grandeur, direction et sens. 

67. Loi de V inertie, — La première loi fondamentale de la 
Mécanique est la loi de l'inertie, due à Kepler et à Galilée; elle 
s'énonce ainsi : 

Lorsque les forces qui sollicitent un point matériel cessent 
d^agir sur lui, le mouvement se continue suivant une ligne 
droite, tangente à la trajectoire précédemment décrite, et 
avec une vitesse constante égale à celle que possédait le corps 
au m,om,ent où les forces ont cessé d^agir. 

Ce serait vainement que nous tenterions d'établir par aucune 
idée a priori cette loi fondamentale, car nous ne saurions puiser 
dans notre propre esprit, et abstraction faite de la contemplation 
de l'univers, la connaissance des règles qui président à l'accom- 
plissement des phénomènes physiques; mais on y est conduit par 
un grand nombre d'observations simples. Ainsi, une bille lancée à 
terre finit par s'arrêter après avoir roulé pendant un certain temps ; 
sur un parquet uni, le mouvement dure plus longtemps, et la tra- 
jectoire est sensiblement rectiligne; enfin, sur une glace polie, la 
trajectoire est rectiligne, le mouvement ne cesse qu'à la limite de 
la glace et sa vitesse ne semble pas avoir diminué. On est donc 
porté à croire que le mouvement de la bille n'est ralenti et sa 
direction changée que par les résistances dues aux aspérités de 
la surface sur laquelle elle roule, et que, s'il était possible de sup- 
primer complètement toutes ces résistances, le mouvement de la 
bille continuerait indéfiniment, sans éprouver de modifications, 
ni dans sa direction, ni dans sa vitesse. 
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* 

68. Principe de Galilée* — La deuxième loi fondamentale de 
la Mécanique est la loi de Findépendance des mouvements, due à 
Galilée. Elle consiste à admettre que, dans un système de points 
matériels, le mouvement de Tun d'eux, par rapport aux autres, 
n'est pas altéré par un mouvement commun de translation (56) 
imprimé à tout le système. Par exemple, une pierre, qu'on laisse' 
tomber du haut du mât d'un bateau en repos, vient frapper le pont 
en un certain point du bateau qui est le même si l'on recommence 
l'expérience pendant que le bateau descend un canal rectiligne, et 
qui est différent si le bateau pivote sur lui-même. 

L'origine du principe de Galilée se trouve dans l'expérience de 
tous les jours; mais toute tentative de démonstration a priori 
serait inutile. « On pourrait, tout au plus, concevoir que, si les 
corps du système sont entre eux à l'état de repos, ce déplacement 
commun, qui ne change évidemment ni leurs distances, ni leurs 
situations respectives, ne saurait altérer cette immobilité relative; 
encore même l'ignorance où nous sommes nécessairement de la 
nature intime des corps et des phénomènes ne nous permet point 
d'affirmer rationnellement, avec une sécurité parfaite, que l'intro- 
duction de cette circonstance nouvelle ne modifiera pas d'une 
manière inconnue les conditions primitives du système. Mais 
l'insuffisance d'une telle argumentation devient surtout sensible 
quand on essaie de l'appliquer au cas le plus étendu et le plus 
important, à celui où les différents corps du système sont en mou- 
vement les uns à l'égard des autres. En s'attachant à faire abstrac- 
tion, aussi complètement que possible, des observations si connues 
et si variées qui nous font reconnaître alors l'exactitude physique 
de ce principe, il sera facile de constater qu'aucune considération 
rationnelle ne nous donne le droit de conclure a priori que le 
mouvement général ne fera naître aucun changement dans les 
mouvements particuliers. Cela est tellement vrai que, lorsque 
Galilée a exposé pour la première fois cette grande loi de la nature, 
il s'est élevé de toutes parts une foule d'objections a priori^ ten- 
dant à prouver l'impossibilité rationnelle d'une telle proposition, 
qui n'a été unanimement admise que lorsqu'on a abandonné le 
• point de vue logique pour se placer au point de vue physique (* ). » 

( * ) Auguste Comte , Cours de Philosophie positive. 
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C'est en combinant le principe de l'inertie avec celui de l'indé- 
pendance des mouvements, que l'on a pu constituer la Mécanique 
au point de vue des relations qui existent entre les forces et les 
mouvements qu'elles produisent. 

. . 69. Action des forces. — Jusqu'ici, nous avons considéré le 
mouvement en lui-même, indépendamment des forces qui lui 
donnent naissance. Les problèmes à résoudre maintenant sont les 
suivants : 

Une force étant donnée, quel mouvement peut-elle produire? 
Un mouvement étant donné, quelle est la force qui peut le 
produire? 

70. Force constante en grandeur et en direction, — Nous 
supposerons d'abord la force constante en grandeur et en direc- 
tion. 

Théorème. — Une force constante en grandeur et en direc- 
tion communique à un point matériel partant du repos un 
mouvement rectiligne et uniformément varié* 

Si l'on se reporte à la définition de la direction d'une force (63), 
il paraîtra évident que la trajectoire du mobile est une droite. 
Quelle est sur cette droite la nature du mouvement? Sous l'action 
de la force, le mobile acquiert, au bout d'un certain intervalle de 
temps, une vitesse que nous désignerons par v. Si, à cet instant, 
la force cessait d'agir, le mobile continuerait, d'après le principe de 
l'inertie, à se mouvoir en ligne droite avec cette vitesse v. D'un 
autre côté, si, après cet intervalle de temps ^, on suppose que la 
force agisse sur le mobile partant du repos pendant un nouvel in- 
tervalle de temps égal au premier, elle lui fera encore acquérir la 
vitesse v. D'après le principe de Galilée, il suffira de composer 
cette vitesse avec celle du mouvement uniforme obtenu en suppri- 
mant la force au bout du premier intervalle de temps, pour avoir 
la vitesse au bout du temps it. Ces deux vitesses sont égales en 
grandeur et en direction, elles s'ajoutent donc (60), et la vitesse 
cherchée est iv. La vitesse étant proportionnelle au temps, le 
mouvement est uniformément varié (8). 

Réciproque. — Un point matériel animé d^un mouvement 
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rectiligne uniformément varié peut toujours être regardé 
comme soumis à V action d'une force constante en grandeur et 
en direction. 

En eflfet, si le mouvement du mobile est uniformément varié, la 
vitesse, à un certain instant, peut, comme nous l'avons vu (8), 
être représentée par la formule 

Au bout du temps ^ + 0, le mobile a une vitesse 

on peut donc regarder cette vitesse (^' comme résultant de la com- 
position de deux vitesses de même direction et de même sens si y 
est positif, de sens contraires si y est négatif : l'une est la vitesse v 
que possède le mobile à l'instant ^, Tautre yO est la vitesse que, 
pendant le temps 9, une force constante en grandeur et en direc- 
tion communiquerait au mobile partant du repos. 

71. Proportionnalité des forces aux accélérations, — Si, sur 
un même point matériel au repos, on fait agir successivement 
deux forces constantes en grandeur et en direction, ces forces sont 
proportionnelles aux accélérations des mouvements rectilignes 
uniformément variés qu'elles produisent; tel est l'énoncé du théor 
rème de Mécanique connu sous le nom de proportionnalité des 
forces aux accélérations. Il suffît, pour le démontrer, d*éta- 
blir que, si une force F agissant sur un mobile au repos produit 
une accélération y, une force double a F, agissant sur le même 
mobile, produira une accélération double 2 y* Or, la force a F, 
capable de maintenir soulevés un nombre de décimètres cubes 
d'eau deux fois plus grand que la force F, peut être regardée 
comme la réunion de deux forces égales à F. Chacune de ces 
forces, agissant seule sur le mobile au repos, lui communiquerait, 
au bout de l'unité de temps, une vitesse égale à y 5 d'après le 
principe de Galilée, le mouvement réel du mobile résultera de la 
composition des deux mouvements précédents : au bout de l'unité 
de temps, sa vitesse sera donc égale à 2 y. D'où l'on conclut que la 
force 2F imprime au mobile un mouvement uniformément varié, 
dont la vitesse, au bout de l'unité de temps, ou l'accélération, 
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est égale à 2 y. Le même raisonnement s'applique évidemment à 
deux forces commensurables, quel que soit le rapport de leurs 
intensités; on l'étend au cas de deux forces incommensurables 
par un procédé identique à celui qu'on emploie en Géométrie. 

72. Indépendance de V effet d^une force et du mouvement 
antérieurement acquis. — Lorsque le point matériel sur lequel 
agit la force possède une vitesse initiale, le mouvement résultant 
s'obtient, d'après le principe de Galilée, en composant le mouve- 
ment initial avec le mouvement que la force communiquerait au 
mobile, s'il partait du repos. C'est ce que l'on exprime quelque- 
fois en disant que le mouvement produit par une force est indé- 
pendant du mouvement antérieurement acquis par le point 
matériel. 

Il résulte de là que le mouvement d'un point matériel, animé 
d'une vitesse initiale et soumis à Faction d'une force constante en 
grandeur et en direction, est généralement parabolique (59). La 
trajectoire est d'ailleurs tangente à la direction de la vitesse ini- 
tiale (60). 

72. Indépendance des effets des forces. — Lorsque le mobile, 
partant du repos, est soumis à l'action de deux forces, le mouve- 
ment résultant s'obtient, d'après le principe de Galilée, en com- 
posant les mouvements que chacune des forces agissant seule com- 
muniquerait à ce mobile primitivement au repos, (^l'est ce que l'on 
désigne quelquefois sous le nom de principe de V indépendance 
des effets des forces. 

Il résulte de là que le mouvement d'un point matériel, par- 
tant du repos et soumis à l'action de deux forces constantes en 
grandeur et en direction, est rectiligne et uniformément varié. 
L'accélération de ce mouvement est donnée par la diagonale du 
parallélogramme construit sur les accélérations des mouvements 
composants (58). 

73. Composition des forces. — La théorie de la composition 
des forces est une conséquence immédiate des théorèmes qui pré- 
cèdent sur la composition des mouvements. Composer deux forces 
appliquées à un même point, c'est trouver une troisième force 
qui lui communique le même mouvement que les deux premières. 
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Or, dans l'exemple précédent, le mobile au repos, sous l'action 
de deux forces constantes en grandeur et en direction, prend un 
mouvement rectiligne uniformément varié; on peut donc, d'après 
une réciproque antérieure (70), le regarder comme soumis à l'ac- 
tion d'une seule force constante en grandeur et en direction, qui 
sera dite la résultante des deux premières. 

Puisque les forces sont proportionnelles aux accélérations 
qu'elles impriment à un même mobile partant du repos, ces quan- 
tités sont représentées par des droites proportionnelles. La règle 
donnée pour la composition des accélérations (58) s'applique 
donc immédiatement à la composition des forces, c'est-à-dire que 
la résultante de deux forces concourantes est représentée en gran- 
deur, sens et direction par la diagonale du parallélogramme con- 
struit sur les droites qui représentent les deux composantes. C'est 
la règle du parallélogramme des forces. 

Il résulte de là que deux forces égales et de sens contraires ap- 
pliquées au même point ont une résultante nulle. L'ensemble de 
ces deux forces ne peut donc mettre en mouvement le point ma- 
tériel au repos; on dit qu'elles se font équilibre. 

Dès que l'on sait composer deux forces, on sait en composer 
trois, et, par suite, un nombre quelconque. Dans le premier cas, 
la résultante est la diagonale du parallélépipède construit sur les 
trois composantes; dans le cas général, elle est représentée par 
le dernier côté du polygone plan ou gauche dont les côtés suc- 
cessifs sont égaux et parallèles aux droites qui représentent en 
grandeur, direction et sens chacune des composantes. De là les 
règles connues sous le nom de parallélépipède des forces, poly- 
gone des forces. 

74-. Si l'on se reporte à l'énoncé suivant d'une proposition géo- 
métrique connue : la somme algébrique des projections d*un 
contour polygonal, plan ou gauche, faites parallèlement à un plan 
donné, sur un axe quelconque, est égale à la projection de la 
droite qui ferme le contour, on conclura immédiatement que : 

Théorème. — La projection, sur une droite quelconque, de 
la résultante d^un système de forces concourantes, est égale 
à la somme des projections des composantes sur la même 
droite. 
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75. Réciproquement, on peut décomposer une force en deux, 
trois, etc. autres, c'est-à-dire trouver deux, trois, etc. forces qui, 
composées d'après les règles précédentes, aient pour résultante la 
première. Les décompositions le plus fréquemment employées 
sont celles qu'on opère suivant deux et trois directions rectangu- 
laires; elles correspondent aux problèmes de Géométrie suivants : 
construire un rectangle, un parallélépipède, connaissant la dia- 
gonale et les directions des côtés. Les composantes sont alors 
les projections orthogonales de la résultante sur les directions 
données. 

DE LA MASSE. 

76. Première notion de la masse. — Les corps, abstraction 
faite de leurs dimensions, autrement dit réduits à des points ma- 
tériels, ne sont pas identiques au point de vue des effets qu'ils 
éprouvent de la part des forces qu'on leur applique. Une même 
force, agissant successivement sur différents points matériels par- 
tant du repos, ne leur communique pas à tous le même mouve- 
ment. On exprime le fait en disant qu'ils ont des masses diffé- 
rentes, et l'on appelle masses égales les masses de deux points 
matériels qui, partant du repos et soumis à une même force, 
d'ailleurs quelconque, prennent le même mouvement. La réunion 
de deux points matériels de même masse constituera une masse 
double, la réunion de trois une masse triple, etc. de celle de cha- 
cun d'eux. On voit que nous ne définissons pas plus la masse que 
nous n'avons défini la force; nous définissons seulement l'égalité 
et l'addition des masses. C'est ainsi qu'on procède en Géométrie 
pour évaluer les longueurs, les surfaces et les volumes. 

Théorème: — Lorsqu'on fait agir sur deux masses différentes 
des forces qui leur sont proportionnelles, ces masses , partant 
du repos, prennent le même mouvement. 

Appliquons, en effet, à deux masses égales A et B, partant du 
repos, deux forces égales et parallèles entre elles. Ces masses 
parcourront dans la même direction des espaces égaux entre eux, 
de telle sorte que le système des deux masses juxtaposées se dé- 
placera comme une masse double soumise à l'action d'une force 
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double. Puisqu'il est établi que, si la force et la masse deviennent 
doubles, le mouvement reste le même, la proposition générale est 
démontrée. 

Réciproque. — Si deux points matériels différents partant 
du repos prennent le même mouvement, les forces qui agissent 
sur eux sont proportionnelles à leurs masses. 

Par exemple, deux points matériels A et B, partant du repos et 
soumis à l'action des forces F et 2F, prennent le même mouve- 
ment, m étant la masse de B, nous pouvons la regarder comme la 

réunion de deux masses égales à — soumises chacune à l'action 

d'une force F. Chacune de ces masses, partant du repos, prendra 
le même mouvement que la masse m soumise à l'action de la force 
2F, d'après le théorème précédent. Mais ce mouvement est pré- 
cisément celui que prend A sous l'action de la force F, donc A a 

pour masse — > et la proposition est établie. 



77. La proportionnalité des forces aux accélérations, jointe aux 
principes précédents, donne une relation entre les forces, les 
masses et les accélérations, qu'on peut énoncer ainsi : 

Théorème. — Deux forces appliquées à des masses diffé- 
rentes sont entre elles comme le produit du rapport de ces 
masses par le rapport des accélérations qu^ elles leur im- 
priment. 

Soient F et F' deux forces qui, appliquées aux masses m et m', 
leur communiquent les accélérations y et y'. Considérons la force 
cp capable de communiquer à la masse m l'accélération y^. La pro- 
portionnalité des forces aux accélérations nous donne 

? ~ 7' 

puisque F et cp sont appliquées à des masses égales. Mais, d'après 

les principes précédents, 

cp __ m 

F ' ■" ^' ' 
puisque cp et F' produisent la même accélération ; on a donc, en 
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éliminant cp, 

F _ m_ Y 

¥' "m' y ' 

On remarquera l'analogie complète qui existe entre ce mode de 
démonstration et celui qu'on suit en Géométrie pour établir le 
volume du parallélépipède. 

78. Unité de masse, — Nous prendrons pour unité de masse 
la masse m' du point matériel qui, partant du repos, sous l'action 
d'une force F' égale à l'unité, acquiert au bout de l'unité de temps 
une vitesse y' égale à l'unité de longueur. Alors la relation précé- 
dente peut s'écrire 

F = mY, 

F, m et Y étant les nombres qu'on obtient en mesurant les forces, 
les masses, les temps et les longueurs avec leurs unités respec- 
tives. 

On remarquera encore l'analogie qui existe entre cette manière 
de procéder et celle qu'on suit en Géométrie, pour arriver à dire 
que le volume d'un parallélépipède est donné parle produit de ses 
trois dimensions. 

En adoptant pour unité le kilogramme, la seconde et le mètre, 
l'unité de masse est donc la masse d'un corps qui, partant du re- 
pos, sous l'action d'une force égale à \^^^ acquiert au bout d'une 
seconde une vitesse égale à i™. Pour trouver un pareil corps, et, 
par conséquent, pour se faire une idée de notre unité de masse, 
il suffit de savoir qu'un corps tombe dans le vide, au niveau de 
la mer, à l'observatoire de Paris, d'un mouvement uniformément 
accéléré et acquiert, au bout d'une seconde, une vitesse égale 
à 9™, 8088, et qu'une masse d'eau distillée occupant, à 4**? un vo- 
lume de 9*^', 8088 y est sollicitée par une force de 9''s,8o88; d'où 
il résulte (71) que, si cette même masse était sollicitée par i^s seu- 
ment, elle aurait acquis, au bout d'une seconde, une vitesse égale 
à I™. 9**', 8088 d'eau distillée, à la température de 4*S représen- 
tent donc une masse égale à l'unité; plus généralement, les corps 
qui pèsent dans le vide, au niveau de la mer, à l'observatoire de 
Paris, 9''6, 8088 ont une masse égale à l'unité. 

79. Forces variables, — Considérons un mobile décrivant sa 
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trajectoire sous l'action d'une force variable en grandeur et en di- 
rection {fig' i8). D'après la loi de l'inertie (67), si la force ces- 
sait d'agir sur le mobile arrivé en M, il se mouvrait uniformément 
et en ligne droite suivant la tangente en M avec la vitesse r. Le 
mouvement qu'il va prendre résulte, d'après le principe de Gali- 

Fig. i8. 
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lée (68), de la composition de ce mouvement rectiligne et uni- 
forme avec le mouvement que lui communiquerait la force qui agit 
à cet instant sur lui s'il partait du repos. C'est sous l'action de 
cette force que le mobile arrive en M' avec la vitesse v' ] de sorte 
que s/ est la résultante de la vitesse v du mouvement uniforme et 
de la vitesse s/' (61) acquise sous l'influence de cette force pen- 
dant le temps 0. Une force constante en grandeur et en direction 
agissant dans la direction de s^' sur le point M, de masse m, par- 
tant du repos, lui ferait acquérir, au bout du temps 0, précisé- 

ment cette vitesse v" , si elle avait pour grandeur m -^ (8 et 78). 

Par conséquent, la force cherchée a pour direction la limite de la 
direction de v^\ c'est-à-dire la direction de l'accélération totale (61), 

v" 

et pour intensité lim ^; c'est-à-dire que Ton a, comme au n® 78, 
en appelant y l'accélération totale, 

F = my. 

Tout théorème sur la direction de l'accélération totale donne 
donc un théorème sur la direction de la résultante des forces ap- 
pliquées à un point, et tout théorème sur la grandeur de cette 
accélération en donne un sur l'intensité de cette résultante. Par 
exemple, on conclut des lois de Kepler que : 

1° La force qui sollicite la planète passe par le centre du 
Soleil ; 
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2® Cette force est inversement proportionnelle au carré de la 
distance de la planète au Soleil; 

3® Les planètes, aune même distance du Soleil, sont sollicitées 
par des forces proportionnelles à leurs masses. 

En projetant la ^^. i8 sur un plan ou sur un axe, la projection 
de {^' sera la résultante des projections de ^ et de v^\ de sorte que, 
si Ton attribue à la projection la même masse qu'au mobile, la 
force F' capable de déterminer le mouvement de la projection 
sera la projection de la force de l'espace, et l'accélération y' de la 
projection sera la projection de l'accélération de l'espace, entre 
lesquelles on aura encore la relation 

F'=mY'. 

80. Force tangentielle et force centripète. — En particu- 
lier, si l'on projette la force F sur la tangente et sur la normale 
principale en M à la trajectoire (Jig* 19), on aura les compo- 

t 

Fig. 19. 




santés de cette force suivant ces deux directions. La première, ou 



force tangentielle, a pour expression m ^; la seconde, ou force 

centripète, a pour expression m — ; d'où, en désignant par a 

l'angle de la résultante avec la tangente à la, trajectoire dirigée 
dans le sens du mouvement, 

m -y- = Fcosa, 
dt 



m — = F sina. 

P 



Ces formulée mettent en évidence le mode suivant lequel la 
force appliquée au point produit à la fois la variation de vitesse 
et la courbure de la trajectoire. Le changement de grandeur que 
la vitesse éprouve est uniquement dû à la force tangentielle (31) ; 
en sorte que si cette force tangentielle était constamment nulle 
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c'est-à-dire si la force F était constamment normale à la trajec- 
toire, la vitesse ne varierait pas et le mouvement serait uniforme. 

De même, la courbure - dépend uniquement de la force centri- 

pète; si cette force était constamment nulle, la courbure le serait 
aussi et le mouvement serait rectiligne (24-). 

81. Équations différentielles du mouvement d^ un point, — 
Le plus souvent, on projette sur les trois axes la résultante F des 
forces appliquées au point. Si l'on désigne par : 

m la masse du point, 

Xj y, z ses coordonnées à l'instant ^, 

X^, Y^, Tjp les composantes suivant les axes d'une des forces F^ 

qui lui sont appliquées, 
X, Y, Z les composantes suivant les axes de la résultante F des 

forces F^, 

on a (75) 



et (79) 



(0 



X 


= Xi -{- Xj -h . . . = 2 A.pj 


Y 


= Yi-+-Y2-h... = 2Y^, 


Z 


= Zj -H Zg -+-...= 2 Zy,, 








-s^=-. 




m -rrr = Z. 



dt^ 



Ces équations sont celles qui servent à résoudre les deux prin- 
cipaux problèmes de la Dynamique (69). Si l'on se donne le mou- 
vement du point, les composantes -jT^j "^Tî ' ^Tï ^^ l'accélération 

totale sont connues et les formules (i) permettent de calculer 
X, Y, Z et, par suite, la résultante (36, 42). Si Ton se donne, au 
contraire, la force appliquée au point, les composantes X, Y, Z de 
cette force sont des fonctions connues du temps, des coordonnées 
et des composantes de la vitesse du point et l'on est ramené à l'in- 
tégration des équations (i), problème presque toujours difficile et 
pour lequel il ne peut être donné aucune règle générale. Il y en a 
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un exemple simple au n° 32, et un plus compliqué au n^ 53; nous 
allons en donner un troisième. 

82. Mouvement des projectiles dans le vide. — Considérons le 
mouvement d'un point matériel lancé suivant une direction quel- 
conque avec une vitesse quelconque, et qui se meut ensuite sous 
la seule action de son poids supposé constant. 

Prenons pour origine le point de départ O, pour axe des y la 
verticale du point O dirigée de bas en haut, pour axe des x l'ho- 
rizontale du point O située dans le plan de l'axe des j' et de la vi- 
tesse initiale v^^ et pour axe des z la perpendiculaire menée de 
l'origine au plan des xy. En désignant par 

m la masse du point; 

mg son poids-, 

a Tangle de Pq avec O^, 

les équations du mouvement sont 

m — — 7 = o, 

dt^ ^' 

d'^z 

d'où, en intégrant une première fois, 

dx 
(i) -j- = const.= Pocosa, 

(2) -^ = — ^^-1- const. = — ^/-f- i^o sina, 

dz 

-y- = const. = o, 

dt 

puisque, pour ^ = 0, les composantes de la vitesse sont (^ocosa, 
Vq sina et o; et, en intégrant une seconde fois, 

(3) 07= t'o^cosa -H const. = Po^cosa, 

(4) y = — -h (^0^ sina -f- const. = — ^ h^o^sina, 

z = const. = o, 
puisque, pour i = o, les coordonnées du mobile sont nulles. 
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Cette dernière équation prouve que le mouvement s'effectue 
dans un plan vertical passant par la direction de la vitesse initiale 
du mobile, et les deux premières équations sont celles du mouve- 
ment dans ce plan. En éliminant t entre elles, on a l'équation de 
la trajectoire 

(5) ^"' 



y = iPtanga 



2Pj cos^a^ 



c'est une parabole dont l'axe est vertical, et qui est tangente à 
l'origine à la direction de la vitesse initiale. 

lu' amplitude du jet oa portée s'obtient en faisant^^o dans 
l'équation (5); on trouve ainsi (yî^. 20) 



0B = -« sinaa. 



Cette valeur est maximum, pour une même vitesse initiale (^o? 



, ^ 



et égale à —5 quand a = 45**' 

Si l'on prend le milieu I de OB et qu'on élève une verticale 

Fig. 20. 
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en ce point, on aura l'axe de la parabole qui la coupe en son 
sommet S; SI est la hauteur du jet. En remplaçant x par ^OB 
dans Téquation (5), on trouve 



(6) 



Sl= -^-sin2a. 



Cette valeur est maximum, pour une même vitesse initiale (^o> 

et égale à — -> quand a = 90". Elle est la moitié de la portée maxi- 
mum. 

En remplaçant x par ^OB dans l'équation (3), on a l'époque du 
passage du mobile au point S : 



Po sin a 



6' 



Ch. Brisse, Mécanique. 
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Considérons deux instants quelconques équidistants de cette 

époque 

Posina ^ Pnsîna 
U, ho; 

les formules (i), (2), (3) et (4) deviennent 

a? = - OB =11 Po^ cosa, y = SI — - — • 

On en conclut qu'à ces deux instants le mobile a la même vi- 
tesse, ascendante dans le premier cas, descendante dans le second, 
qu'il est à la même hauteur et que ses positions sont symétriques 
par rapport à la verticale SI. 

En faisant a = 90° dans tout ce qui précède, on a la théorie du 
mouvement ascendant et descendant des projectiles lancés vertica- 
lement dans le vide. En particulier, la formule (6) devient 

et donne la vitesse due à la hauteur SI. 

83. On peut, au moyen de l'équation (5), résoudre très facile- 
ment la question suivante : 

Sous quel angle faut-il lancer un mobile doué d'une vi- 
tesse initiale connue pour aller frapper un point donné M? 

Il est clair que, dans cette équation, qui peut s'écrire 

y=x langa — |^ (1 + tangua), 

X et ^^*^^nt connus, et qu'il n'y a plus qu'à résoudre par rapport 
à tanga. On trouve donc généralement pour a deux valeurs qui 
correspondent à deux paraboles ; celle qui coupe sous le plus petit 
angle sert à reiwerser l'obstacle M que l'on veut atteindre, celle 
qui coupe sous le plus grand angle sert à l'écraser. 
La condition de réalité des racines 

• * f\ or «^ 




ap^ ig 
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s'interprète facilement. Elle exprime en effet que, pour la possi- 
bilité du problème, le point M doit être à l'intérieur d'une para- 
bole dont l'axe vertical passe par O, dont le sommet est à une 

distance de ce point égale à — ^ > hauteur à laquelle s'élèverait le 

mobile lancé verticalement. Cette parabole coupe l'horizontale à 

une distance égale à~> qui est l'amplitude maximum pour une 

vitesse donnée (^o* Tous les points qui sont en dehors de cette pa- 
rabole ne peuvent être atteints, aussi l'appelle-t-on/^arafto/e rfe 
sûreté. Puisque son équation s'obtient en exprimant que l'équa- 
tion en tanga a une racine double, c'est-à-dire une racine com- 
mune avec sa dérivée, elle est V enveloppe des trajectoires quand 
on fait varier a en laissant Çq constant. 
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84. Travail élémentaire, — Les forces et les chemins par- 
courus étant évalués en nombres, on appelle travail élémen- 
taire d'une force le produit de l'intensité de cette force par le 
déplacement infiniment petit de son point d'application et par le 
cosinus de Tangle que la direction de la force fait avec celle du 
déplacement. Le travail ainsi défini est une grandeur affectée d'un 
signe, + ou — , suivant que la direction de la force et celle du 
déplacement font entre elles un angle aigu ou obtus. 

Soient : 

» 

F la mesure de la force, 

ds la mesure du déplacement infiniment petit de son point d'ap- 
plication, 
a l'angle de la direction de la force avec celle du déplacement, 

le travail élémentaire de la force est, par définition, 

Fc/5cosa, 

ce qui peut s'énoncer le produit de la force par la projection 
du déplacement sur la direction de la force j ou le produit du 
déplacement par la projection de la force sur la direction du 
déplacement. 
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Le travail élémentaire est nul lorsque la direction de la force 
est perpendiculaire à celle du déplacement. 

85. Travail total. — Considérons un déplacement fini du 
point d'application d'une force et divisons l'arc parcouru en élé- 
ments infiniment petits. La somme des travaux élémentaires cor- 
respondant à ces déplacements infiniment petits est ce qu'on ap- 
pelle le travail total de la force. 

Soit 5 la distance comptée sur la trajectoire du point mobile à 
un point fixe de cette trajectoire, le travail total de la force F, 
entre les positions correspondant aux valeurs Sq et s^ de la va- 
riable 5, est représenté par l'intégrale définie 



i 



V cosads. 

So 



L'intégration est immédiate lorsque la force est constante; en fai- 
sant sortir le facteur F du signe / , on voit que le travail total 

d^ une force constante est égal au produit de Cintensité de la 
force par la projection, sur sa direction, du chemin par- 
couru. 

86. Théorème. — Le travail de la résultante de plusieurs 
forces appliquées à un même point est égal à la somme algé- 
brique des travaux des composantes. 

En effet, si l'on projette la résultante sur la direction du dépla- 
cement élémentaire, sa projection est égale à la somme algébrique 
des projections des composantes (74), et il n'y a plus qu'à multi- 
plier tou-s les termes par le déplacement. La proposition étant 
établie pour le travail élémentaire, on passe au travail total en 
faisant la somme des travaux élémentaires successifs. 

87. Théorème. — Le travail d^une force, dans un dépla- 
cement quelconque, est égal à la somme des travaux de cette 
force dans les déplacements composants. 

En effet, si l'on projette le déplacement élémentaire résultant 
sur la direction de la force, sa projection est égale à la somme 
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algébrique des projections des déplacements élémentaires compo- 
sants (74), et il n'y a plus qu'à multiplier tous les termes par la 
force. La proposition étant établie pour le travail élémentaire, 
on passe au travail total en faisant la somme des travaux élémen- 
taires successifs. 

88. Expression du travail élémentaire d^ une force en coor- 
données rectangulaires. — Soient : 

X, Y, Z les projections ou composantes d'une force F suivant 

trois axes rectangulaires, 
X, y, z les coordonnées de son point d'application, 
ds le déplacement élémentaire de ce point, 
rfir, dy^ dz les projections ou composantes de ce déplacement. 

En désignant par le signe G le travail d'une force, on aura, d'a- 
près le premier théorème (86), 

SF=eX-f-eY-{-SZ. 

Mais le travail de X est égal, d'après le second théorème (87), à 
la somme des travaux de cette force dans les déplacements dx^ 
dy^ dz\ le premier de ces travaux est Xrf^, car cos(X, dx) = i; 
les deux autres sont nuls, puisque la direction de la force est per- 
pendiculaire à celle du déplacement. En opérant de même sur Y 

et Z, on a 

SF = Xdx -+- Ydy -\-Zdz, 

On peut aussi déduire cette formule de l'expression même du 

travail élémentaire 

^F = Fcos(F,c?5)fl?5. 

En effet, les cosinus directeurs de F et de ds sont respective- 
ment 

X Y Z dx dy dz 

F' F' F ^^ 'd's' ~ds' Ts' 

d'où 

,„ ,, Xdx-^Xdy-^'ldz 

C0S(F,^5)= ^ 

et 

Fcos (F, ds) ds = Xdx -^ \dy -h Zdz, 
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89. Travail total d^ une force dans le mouvement d'un point 
rapporté à des coordonnées rectangulaires, — L'expression du 
travail élémentaire de la force F pouvant s'écrire 

dt dt dt I ' 

le travail total, depuis l'instant t^ jusqu'à l'instant t, est donné par 
l'intégrale 






dt dt dt I 



90. Quelques développements sont nécessaires pour préciser 
ce qu'il faut connaître pour calculer le travail d'une force. 

Lorsqu'une force agit sur un point matériel en mouvement, ses 
composantes X, Y, Z dépendent en général de la position actuelle 
du point, c'est-à-dire de ses coordonnées x^y^ z. En outre, elles 
peuvent dépendre directement du temps t^ puisque les forces qui 
agissent en un point de l'espace peuvent varier avec le temps. 
Enfin elles peuvent dépendre de l'état de mouvement actuel du 
point, c'est-à-dire de la vitesse. 

En résumé, on peut considérer les composantes d'une force 
comme étant, en général, des fonctions des coordonnées, du temps 
et des composantes de la vitesse : 

V V / dx dy dz\ 

^ I dx dy dz\ 

„ / dx dy dz\ 

Si l'on connaît toutes les circonstances du mouvement du point 
mobile, ses coordonnées, ^, y, z, les composantes de sa vitesse 

dx d'v dz 

Ht'* 'dV 'dt'' ^^^^ ^^^ fonctions connues du temps, et il en est de 

même pour les composantes X, Y, Z de la force qui agit sur lui; 
de sorte que l'expression à intégrer se réduit à une fonction d'une 
seule variable t, 

91. Cas dHntégration immédiate. — Supposons que les com- 
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posantes de la force ne dépendent que des coordonnées x^ y^ z 
du point d^ application, et soient, en outre, les dérivées par- 
tielles par rapport à x^ y^ z d^une fonction f {x^ y^ z) de ces 
coordonnées considérées comme des variables indépendantes : 

dx dy* dz 

le travail élémentaire a alors pour expression 

-4- dx -^ -^ dy -^ ^ dz. 

dx dy '^ dz 

Supposons que les composantes de la force se présentent sous 

la forme 

lL = \{x,y,z), 

Y= ^{x,y,z), 
Z = yi{x,y,z\ 

c'est-à-dire ne dépendent du temps que par l'intermédiaire des 
coordonnées du point mobile, en d'autres termes soient des fonc- 
tions composées des trois fonctions x^ y^ z qui sont elles-mêmes 
fonctions du temps. Supposons, en outre, que X(^, y^ z)^ 
^.{x^y, z), v(^, y^ z) soient les dérivées, prises respectivement 
par rapport k x, y^ z considérées comme des variables indépen- 
dantes, d'une certaine fonction /(^,j^, z) de ces coordonnées : 

.{x,y,z) = f^. 

Le travail élémentaire a alors pour expression 

/ df dx ^ df dy^ ^df dz\ ^^ 
\dx dt dy dt dz dt ) ' 

OU 

df{x,y, z ) 
dt 
et le travail total 



dt\ 



r^ df{x,y,z) ^^ 
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si la fonction /(o;, y^ z) est continue dans l'intervalle de to k t et 
définie pour toute valeur de t comprise dans cet intervalle, est 
égal à 

^oj y^y ^0 étant les coordonnées du point à l'instant to et x, y^ z 
ses coordonnées à l'instant t. 

Ainsi, le travail de la force ne dépend que des positions 
extrêmes de son point d'application, et ce travail reste le 
mémey quelles que soient les fonctions de t représentées par 
Xj y, 2, c^est'à-dire quelle que soit la suite des positions inter- 
médiaires. 

En particulier, si le point d'arrivée coïncide avec le point de 
départ, c'est-à-dire si le point d'application décrit un contour 
fermé, le travail 

est nul. 

92. Surfaces de niveau, — On appelle surfaces de niveau 
les surfaces représentées par l'équation 

où C peut prendre toutes les valeurs possibles. 

Dans le cas qui nous occupe, il ne passe qu'une seule surface 
de niveau par un point donné de l'espace, car, la fonction /étant 
définie, les coordonnées de ce point font acquérir à cette fonction 
une valeur bien déterminée qui est celle de la constante C pour la 
surface correspondante. 

Il en résulte que deux surfaces de niveau correspondant à des 
valeurs distinctes de C n'ont aucun point commun, car les coor- 
données de ce point substituées dans /lui feraient acquérir deux 
valeurs distinctes, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Les surfaces de niveau déterminent très simplement la direc- 
tion, le sens, la grandeur et le travail total de la force appliquée 
au mobile, comme le montrent les théorèmes suivants : 

Théorème I. — La force est, dans V une quelconque des po- 
sitions de son point d^ application^ normale à la surface de ni- 
veau qui passe par ce point. 

Car les cosinus directeurs de la force sont proportionnels à X, 



DU TRAVAIL. 73 

Y, Z, c'est-à-dire à -j-y -pj -—■? qui sont eux-mêmes proportion- 
nels aux cosinus directeurs de la normale à la surface de niveau. 

Théorème II. — La force est dirigée, par rapport à la sur- 
face de niveau qui passe par son point d* application, dans la 
région de V espace où la fonction f {x^ y ^ z) est croissante. 

Car, en supposant le déplacement élémentaire dirigé dans le 
sens de la force, le travail correspondant est positif, et ce travail 

a pour expression (91 ) 

df{x,y,z) ^^ 

dt "^^ 

Théorème III. — Aux différents points d'une même surface 
de niveau, les forces appliquées au mobile sont inversement 
proportionnelles aux distances de ces points à une surface de 
niveau infiniment voisine. 

Car, en supposant le déplacement élémentaire ds dirigé suivant 
la normale à la première surface de niveau et limité à la seconde, 
on a, pour une position quelconque du mobile sur cette première 
surface, 

d t( oc 1^ ^1 
Y ds •= — — V ' ^ dt = constante. 
dt 

Théorème IV. — Le travail total de la force dans le passage 
de son point d^ application d'une surface de niveau à une 
autre, est indépendant du point de départ, du trajet et du 
point d'arrivée. 

Car, en appelant Co la constante qui correspond à la surface de 
départ, et C celle qui correspond à la surface d*arrivée, le travail 
total est (91) 

/(^»r» '2)~/(^o,ro, -50)= G — Go. 

La dénomination de surface de niveau est empruntée à l'Hy- 
drostatique, où elle trouve sa justification (*). 

93. Fonction de force, — L'usage a prévalu d'affecter du 
signe — la fonction V dont les dérivées partielles représentent les 



(*) Voir Nouveau cours de Physique, à l'usage des élèves de la classe de 
Mathématiques spéciales, par Cii. Brisse et Ch. Rivière, n«»« 229 et 230. 



I 
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composantes de la force appliquée au point, de sorte que l'on a. 

^ dW ^ d\ „ dV 

dx dy dz 

et que la force est dlrlg(*e, à partir d'une surface de niveau, vers 
la région de l'espace où la fonction V est décroissante. On donne 
à cette fonction V le nom de fonction de force, 

94. Application à la pesanteur. — Dans le cas de la pesan- 
teur, on a (82) 

X — o. Y— - m^, Z = o; 

il existe donc une fonction des forces 

V -- mgy, 

et Téquation des surfaces de niveau est 

Ces surfaces sont des plans horizontaux, normaux à la direction 
de la pesanteur (92, th. I); C diminue quand le plan horizontal 
s'abaisse, et la pesanteur est dirigée de haut en bas (92, th. II); 
en tous les points d'un plan horizontal, la pesanteur est la 
même (92, th. III); le travail de la pesanteur d'un plan hori- 
zontal à un autre est indépendant de la trajectoire décrite et égal 
^mgiy-y,) (92, th. IV). 

93. Application aux forces émanées de centres fixes et fonc- 
tions de la distance, — Parmi les cas ou il existe une fonction 
de force, le plus important est celui où la force qui agit sur le 
point donné M passe par un centre fixe P et a pour intensité 
une fonction donnée <f)(r) de la distance MP — - r. 

Soient : 

x^y^ z les coordonnées de M, 
a, 6, c celles de P. 

Si la force est attractive, c'est-à-dire dirigée de M vers P, ses 
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composantes suivant les axes sont 

X = —^ ^{r\ Y = —jL cp(,.), Z = -y- cp(r), 



OU 



^_ d^ Y- ^+ 7- ^^^ 

dx dy dz 



en posant 



i\,(r)=Jo{r)dr, 



puisque 

rî = (a — a?)î-4-(6— j^)2-h(c — ^)«. 

Si la force est répulsive, c'est-à-dire dirigée suivant le prolon- 
gement de PM, ses composantes changent de signe; les formules 
sont donc générales, si Ton convient de considérer la fonction 
'f (r) comme positive ou négative, suivant que la force est attrac- 
tive ou répulsive. 

96. On peut étendre ce résultat. Supposons qu'au point M soient 
appliquées des forces en nombre quelconque dirigées suivant les 
droites qui joignent ce point à des centres fixes P<, P2, . . ., et 
dont les intensités soient des fonctions <p, (/'<), 02{r2), ... des 
distances /'i, r2, ... du point M aux centres fixes. En posant 

+i(n)= /?i(n)û?r,, ^2(ri)^.Jo2(r2)dr2, ..., 

on voit immédiatement que les composantes suivant les axes de 
la résultante des forces appliquées au point M sont 



__ fd^, _^ d^ 



2 



\dx dx * * * y » 

Y - — / f^^ -h ^^''^ -H 
\dy dy 

ou plus simplement, en désignant par V la somme 

V= t^,(r,)-r^2(/'2)-H...= 2^(7'), 
X = -— Y=— — Z=:- — 

dx dy dz 
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Le système des forces appliquées au point M admet donc la 
fonction des forces V. 

97. Potentiel. — Dans ce qui précède, les fonctions des dis- 
tances qui représentent les forces sont entièrement arbitraires. Au 
contraire, dans Tétude de l'attraction, de Télectricité, du magné- 
tisme, les forces sont inversement proportionnelles aux carrés 
des distances, et Ton a 

'1 ' ï 



d'où 




6.(..)=/J|^r.= ^S 


^i{r,)-^^. 


La fonction des forces. 




Y __ ^1 ^ _ 

ri rj 


-'-^-^y 



• • • t 



prend, dans ce cas très important, le nom de potentiel. Les sur- 
faces de niveau, 

s'appellent surfaces équipotentielles , et la constante C, qui dis- 
tingue une surface d'une autre, s'appelle le niveau potentiel de 
la surface correspondante. 

98. Problème. — Un point matériel M, placé en un point 
donné A, sans vitesse initiale, se meut sous l'influence de 
forces attractives dirigées vers des centres fixes P|, Pa, . . .; 
les intensités de ces forces varient proportionnellement aux 
distances du point attiré aux centres fixes, et elles prennent 
respectivement les valeurs données k\,k2t • . • , lorsque les dis- 
tances MP|, MPa, . . . deviennent égales à V unité de longueur. 
On demande de déterminer la trajectoire du point M et la loi 
du mouvement. 

Soient Xx^y^^ 5<, ^2jJK2î^2j • • • les coordonnées des centres 
fixes P<, P2, . . . , X, Y, Z celles du point variable M. On a (95) 

V = SiKr)= S/«p(r) dr = S/A:r dr = -J SA-r^. 



DU TRAVAIL. 77 

L'équation des surfaces de niveau est donc 

ou 

2A:[(X— a?)î + (Y~7)2-h(Z — 3)2]=2G. 

Ces surfaces sont des sphères concentriques, dont le centre, 

. SA-ar I.ky I.kz 

est le centre O des distances proportionnelles des points P< , Pa, 

La force à laquelle est soumis le point M étant constamment 

normale aux surfaces de niveau passe par le point fixe O (92, th. 1). 
Le rayon de la sphère diminuant avec C, c'est-à-dire avec la 

fonction des forces, la force à laquelle est soumis le point M est 

dirigée vers O (92, th. H). 

En désignant cette force par F et la distance du point M au 

point O par R, on a (92, th. III), 

'-FdK = — dy = —I.krdr 
ou 

F I.kr dr dl. kr^- 



R KdR dR^ 

Or 

s;tr2=rX2+Y2-f-Z2-2$X-2r,Y-2ÇZ-^- Sj^^Ç^^+^i+il) 1 ^yt, 

R2= X2-+- Y2-f- Z2- 2$X - 27) Y — 2CZ 4-($«-i- 7)2^ |2); 

donc 

rfS kr^ 

"dR^-^^' 
et 

F 

La force à laquelle est soumis le point M est proportionnelle à sa 
distance au point O. 

Le point, partant de A sans vitesse initiale et soumis à Faction 
d'une force dirigée vers le point fixe O, a pour trajectoire une 
droite. La force étant proportionnelle à la distance MO, le mou- 
vement du point M est un mouvement vibratoire simple (29). 
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DE LA FORGE VIVE. 

99. Définition, — Les masses et les vitesses étant évaluées eu 
nombres, on appelle /orce vive d^un point matériel la moitié du 
produit de sa masse par le carré de sa vitesse. 

Théorème. — La variation de la force vive d'un point ma- 
tériel, pendant un temps quelconque, est égale à la somme des 
travaux des forces qui agissent sur ce point pendant le même 
temps. 

Soient : 

m la masse d^un point matériel, 

V sa vitesse à un instant quelconque, 

F la résultante des forces qui lui sont appliquées, 

a Tangle de la direction de la résultante et de la direction de la 

vitesse, 
ds le chemin parcouru pendant le temps dt^ 

on a (80) 

dv 
m -y- = F cosa, 
at 

et (5) 

ds 
t' ■= — • 
dt' 

d'où, en multipliant membre à membre, 

mvdv — F ds cosa 
ou 

d{j[ nii^^) = F ds cosa. 

Donc, pendant un temps infiniment petit, la variation de 
la force vive du point est égale au travail élémentaire de la 
résultante, c'est-à-dire à la somme des travaux élémentaires 
des forces appliquées au point. 

Considérons le mouvement pendant un temps fini, de l'instant 
tQ à rinstant t. Soient : 

Toî V les vitesses du mobile à ces deux instants, 

5o, s les distances correspondantes parcourues sur la trajectoire. 
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il vient, en intégrant, 

\ mv^ — i/nt'J = / F cos ends y 

ce qui démontre le théorème. 

100. Intégrale de la force vice, — En général, les forces dé- 
pendent de la position du mobile, de sa vitesse et du temps (90). 
Le théorème de la force vive n'est alors d'aucune utilité pour la 
détermination du mouvement; puisque, pour évaluer le travail, il 
faut connaître toutes les circonstances du mouvement, ce qui 
exige la solution complète du problème que l'on a en vue. 

A.U contraire, le théorème prend une importance capitale dans 
le cas spécial où les composantes suivant les axes de la résultante 
des forces sont les dérivées partielles d'une fonction /(a:, y, z) 
des coordonnées (91) ; car alors l'intégration du second membre 
est immédiate, et l'on a 

ou 

\ nw^ —A^.y, z) - \ m\?l — f{x^,y^, -So), 

c'est-à-dire que la fonction 

{mv^—f{x,y, z) 

reste constante pendant toute la durée du mouvement. 
Soit V la fonction des forces, on a — V .-— /(93), et 

\ mç^-^ V = constante, 

c'est-à-dire que, s'il existe une fonction des forces, la somme de 
cette fonction et de la force vive du point reste constante pen* 
dant le mouvement. 

101. Conservation de la force vive, — Lorsqu'un point sou- 
mis à des forces admettant une fonction des forces part d'une 
surface de niveau et y revient, le travail des forces est nul 
(92, th. IV) et, par suite, la variation de la force vive est égale à 
zéro. On en conclut ce théorème : 

La vitesse redevient la même toutes les fois que le mobile 
traverse une même surface de niveau* 
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C'est en cela que consiste le principe de la conservation de 
la force vive* 

102. Application à la pesanteur. — Dans le cas de la pesan- 
teur, on a (94) 

V = mgy, 

et le théorème de la force vive donne 

I /np2 — { mvl = — /ngy -+- m^/o» 
ou 

formule qui donne la vitesse, connaissant la vitesse initiale Vq et 
la hauteur de chute j^o — JK* La formule qui termine le n** 82 en est 
un cas particulier. 

Le principe de la conservation de la force vive (101) montre 
que, toutes les fois que le mobile traverse un même plan hori- 
zontal, sa vitesse est la même; c'est sur cette propriété que sont 
fondées les montagnes russes. Le résultat connu pour le plan 
incliné, à savoir que la vitesse du mobile ne dépend pas de l'in- 
clinaison du plan, mais uniquement de la hauteur de chute, est 
donc général. 
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CHAPITRE IV. 

STATIQUE DU SOLIDE INVARIABLE LIBRE. 



COMPOSITION ET ÉOUILIBRE D'UN STSTÈME DE FORGES CONCOURANTES. 

103. Définition du solide, — Un corps, ou système de points 
matériels, qui reste invariable de forme, à quelque effort qu'il 
soit soumis, est ce qu'on appelle un solide, 

104. Axiome. — D'après la notion même de l'effort et la défi- 
nition du solide, on admet que : 

Pour qu'on puisse appliquer deux forces à un corps solide, 
ou supprimer deux forces y appliquées, sans modifier son état 
de repos ou de mous>ement, il faut et il suffit qu'elles soient 
égales et directement opposées, 

105. Il en résulte que : 

Corollaire. — On peut, sans changer l'effet d'une force 
sur un solide, transporter son point d^ application en un point 
quelconque de sa direction faisant partie du solide» 

Car, si A est le point d'application primitif, en appliquant en 
un point B du solide, situé sur la direction de la force F, 
deux forces égales à F et directement opposées F' et F'', on ne 
modifie pas l'état de repos ou de mouvement du solide, ni ensuite 
en supprimant F et F'', et la force F est remplacée par la force F'. 

106. Composition de forces concourantes, — Il en résulte 
que, si des forces F, F', F'', ... appliquées en des points A, A', 
A', . . . ont leurs directions concourantes en un point O, à l'in- 
stant f, on peut, en liant invariablement le point O au solide, y 

Ch. Brisse, Mécanique, 6 
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transporter les points (Inapplication de toutes ces forces sans que 
le mouvement d^un point quelconque du corps, pendant un temps 
infiniment petit dt^ soit changé. Le mouvement du point O, en 
particulier, s'obtient en composant celui qu'il aurait, si les forces 
F, F', F'', . . . n'étaient pas appliquées au corps, avec le mouve- 
ment que lui communiqueraient ces forces, s'il était libre et s'il 
partait du repos, c'est-à-dire avec le mouvement que lui commu- 
niquerait la résultante (73) de ces forces. On peut donc rempla- 
cer les forces transportées F, F', F", . . . par leur résultante, puis 
prendre pour point d'application de cette résultanle un point quel- 
conque de sa direction lié invariablement au solide. 

Soient X, Y, Z; X', Y', Z'; ... les composantes des forces F, 
F', ... respectivement parallèles aux axes; les composantes, sui- 
vant ces axes, de la résultante sont (74) 

SX, 2Y, SZ. 

Soient x^y^z les coordonnées du point de concours des forces 
F, F', . . . , les coordonnées du point d'application de la résultanle 
sont celles (Ç, Tj, Ç) d'un point quelconque de la droite 

i — x = ^ —y ^ C"^ 

SX SY SZ 

107. Définition de l'équilibre, — On dit que des forces se 
font équilibre sur un solide quand leur application au solide ne 
modifie pas son état de repos ou de mouvement. 

108. Équilibre des forces concourantes, — L'effet produit 
sur un solide par un système de forces concourantes étant, d'après 
ce qui précède, le même que l'effet produit par la résultante de 
ces forces appliquée à leur point de concours, et le mouvement de 
ce point ne devant pas être modifié si les forces se font équilibre, 
cette résultante est nulle. Réciproquement, si cette résultante 
est nulle, son point d'application et tous les points du corps ont 
le même mouvement que si les forces F, F', F'', . . . n'avaient pas 
été appliquées; ces forces se font donc équilibre. 

Les conditions d'équilibre d'un système de forces concou- 
rantes sur un solide ou sur un point sont donc 

SX = o, SY=:o, SZ = o. 
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COMPOSITION ET ÉOUILIBRE D'UN SYSTÈME DE FORGES PABALLÈLES. 

109. Composition de deux forces parallèles et de même 
sens. — Soient P et Q {Jig- 9.i) deux forces parallèles et de 
même sens appliquées en deux points A et B d'un solide. On peut, 

Fig. 21. 




sans changer l'étal de repos ou de mouvement : i" appliquer en A 
et B deux forces égales et directement opposées F (104); 2" com- 
poser F et P en R, F et Q en S (106); 3" transporter R et S en O 
(105); 4® décomposer R en F et P, S en F et Q; 5** supprimer 
les forces F; 6® composer P et Q en P + Q; 7® transporter en C 
le point d'application de la résultante P4-Q. La similitude des 
triangles tracés sur la figure donne 



d'où 



AC 


F 


CB 


F 


OC 


-p' 


OC 


Q' 




AC 


Q 






BG ~ 


p 





Par conséquent, deux forces parallèles et de même sens ont 
une résultante parallèle et de même sens, égale à leur somme 
et dont la direction partage intérieurement la distance des 
points d^ application des deux forces dans le rapport inverse 
de leurs intensités. 
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Le point où la direction de la résultante rencontre la droite qui 
joint les points d'application des deux composantes est générale- 
ment désigné sous le nom de point d^ application de la résul- 
tante. Il s'ensuit que la position de ce point est complètement 
indépendante de la direction commune des forces, quand leurs 
points d'application restent fixes, et aussi de leurs valeurs abso- 
lues, pourvu que leur rapport soit constant. 

HO. Composition d'un nombre quelconque de forces paral- 
lèles et de même sens, — On composerait exactement de la même 
manière un système quelconque de forces parallèles et de même 
sens. Il suffirait pour cela de composer d'abord deux d'entre elles, 
ce qui réduirait leur nombre total d'une unité, et de continuer 
ainsi jusqu'à la dernière. On voit donc qu'il existe une résultante 
parallèle aux composantes, de même sens qu'elles et égale à leur 
somme; le point d'application auquel on arrive en dernier lieu 
reste invariable quand les forces changent de direction et qu'elles 
varient toutes dans le même rapport : on le désigne sous le nom de 
rentre des forces parallèles, 

111. Centre des forces parallèles, — On peut, d'ailleurs, 
montrer que la position de ce point est indépendante de l'ordre 
suivi dans la composition des forces. 

Si l'on désigne par x^^y^^Zs) ^3, Ja, -Sa? ••• les coordonnées 
des points d'application des forces données F^ , Fa, . . . , le point 
d'application de la résultante des deux premières a pour coor- 
données 

Fa 

^1 H- -.7- ^2 
' 1 



on 









î • • • » 



Le suivant a pour coordonnées 

I''i'^i-l Fa^a F:, 

^ F , -h F, "^FTTT . •^•' 

r 1 H- 1 2 
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OU 

F,a7iH- FîO^î-i-Fsir, 

■■—■■■■ ■ — ■ ■ ■ .■■■■■ A •••• •••• 

Fi -h F2 + Fj, ' 
Les coordonnées du dernier point sont donc 



S F' ^^ ~ 2F ' ^^ "SF 



et leurs expressions, symétriques par rapport aux x^ aux y, aux;; 
et aux F, montrent qu'elles sont indépendantes de l'ordre suivi 
dans la composition des forces. 

112. Composition de deux forces inégales y parallèles et de 
sens contraires, — La composition de deux forces inégales, pa- 
rallèles et de sens contraires est une conséquence immédiate de la 
composition de deux forces parallèles et de même sens. Soient l* 
et Q {fig' 22) les deux forces et P la plus grande. On peut rem- 

Fig. 22. 





placer la force P par deux autres, Tune F égale et directement 
opposée à Q, l'autre P — Q appliquée en un point C situé en de- 
hors de AB, du côté du point A, et tel que 



AC 



AB P — Q 

Les forces Q et F, égales et directement opposées, se font équi- 
libre, en sorte que P — Q est la résultante cherchée; on déduit, 
en outre, de l'égalité précédente, 

CA _ Q 
GB " P* 

Par conséquent, deux forces inégales, parallèles et de sens 
contraires ont une résultante parallèle, de même sens que la 
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plus grande, éfrale à Irur diffi''venve ot dont la direction ou le 
point d'application partai^a extérieurement la distance des 
points d'application des deux forces dans le rapport inverse 
de leurs intensités, 

» 

H3. Définition du couple, — PIuh la diflTt'îrcnccî entre V cl Q 
;Ht petite, pluD lu résultante ent |)eti(e elle-même, et plus non point 
Tupplieution est éloigné. Si la didérence ent nulle, le résultat 
précédent est dépourvu desen»; deux forcen égales, |)arallèles, de 
sens contraires et n'agissant pus suivant la même droite forment 
donc un ensemble qui réclame une étude spéciale. Un pareil 
système a reçu de Poinsot le nom de couple, 

\\\, Composition des forces parallèles, — On compose en 
une seule toutes les forces agissant dans un sens, en une seule 
toutes les forces agissant en sens contraire, et, si les deux résul- 
tantes sont inégales, on les compose en une seule. Alors les forces 
ap|)li(|uées au corps solide ne se font pas équilibre, puisque le 
mouvement du point d*application de la résultante finale est mo- 
difié sous Taction de cette résultante. 

On détermine les coordonnées de ce point d'a|)plication de la 
résultante finale de la manière suivante. 

Soient : 

;', y/, *Q les coordonnées du Ciîutre des forces parallèles dirigées 

dans un sens; 
F' Tune (pielconque de (îcs forces ; x'^ y^ z' les coordonnées de son 

point d'application^ 
5"»'V'» Ç'' le* coordonnées du centre diîs forces parallèles dirigées 

en sens contraire; 
P l'une quelconque de ces forces; x^^y, z" les coordonnées de 

son point d'application; 
S, ]r|, 2| l(*s coordonnées du point d'application delà résultante finale. 

On a (112) 

s F" 






5 =^ "\.L>7 v-r-r-» i 



mais (IH) 
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s F" 
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2: F- 2: F' 



> 



Si Ton convient d'affecter du signe — les forces F'' dirigées en 
sens contraire des forces F', ces expressions de Ç, tj, !J deviennent, 
comme au n° IH, 

. _ SFy _ LFy _ SFz 

^ ~ 2 F ' ^^ "" ~SF~ ' ^ ~" TF~ * 

115. Théorème des moments des forces parallèles par rap- 
port à un plan. — On appelle moment d^une force par rap- 
port à un plan le produit du nombre qui mesure la force par le 
nombre qui mesure la distance de son point d'application au 
plan. 

Pour évaluer les moments des forces parallèles, on affecte du 
signe H- les nombres qui correspondent aux forces dirigées dans 
un sens, et du signe — ceux qui correspondent aux forces dirigées 
en sens contraire. On fait la même convention pour les distances, 
suivant que les points d'application > sont d'un côté ou de l'autre 
du plan des moments. 

En supposant que le plan des moments soit le plan des xy.^ la 

formule du n** 114 

, _ SF> 
^ ~ 'SF ' 
écrite ainsi 

52F==2:F^, 

permet d'énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Le moment de la résultante d'un système 
quelconque de forces parallèles par rapport à un plan est 
égala la somme algébrique des moments des composantes, 

116. Équilibre des forces parallèles, — Si les deux résul- 
tantes du n° 114 sont égales, mais non directement opposées, 
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elles forment un couple et les forces appliquées au corps solide 
ne sont pas en équilibre, d'après l'axiome du n** 104. 

Si les deux résultantes sont égales et directement opposées, les 
forces appliquées au corps solide se font équilibre, et récipro- 
quement, d'après l'axiome du n** 104. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut d'abord, en employant les nota- 
tions du n® 114, que l'on ait 

2F'= S F" 

OU 

SF = o, 

c'est-à-dire que la somme algébrique des forces soit égale à 
zéro. 

Il faut ensuite que la droite qui joint les points d'application 
($', Vi 'Q)^ (?'î Vj 'Q') des résultantes des deux groupes de fobces 
soit parallèle à la direction des forces, c'est-à-dire, en appelant 
a, p, y les cosinus directeurs d'une force F, que l'on ait 

y.¥' x' — 'ZY" x" _ sFy- sFy _ sf^^^'—sfv 

a ~ p ~ ^ 

ou 

I.¥x _ SFjK _ SF^ 

a "" p ~ Y ' 

c'est-à-dire que les sommes des m^oments de ces forces par rap- 
port à trois plans rectangulaires (115) soient proportionnelles 
aux cosinus des angles qujs la direction des forces fait avec 
les axes respectivement normaux à ces plans. 

CENTRES DE GRAVITÉ. 

117. Définition du centre de gravité. — Si, à chacun des 
points d'un solide, ou système invariable de points matériels, est 
appliquée une force proportionnelle à la masse du point, de direc- 
tion et de sens donnés, le centre de ces forces parallèles est dit le 
centre de gravité du corps. 

L'origine de cette dénomination se trouve dans ce fait physique 
que, un corps étant décomposé en parties aussi petites que l'on 
veut, chacune de ces parties est soumise à son poids, que ce poids 
est proportionnel à sa masse, et que, dans une petite étendue, la 
direction de la gravité est sensiblement la même. 
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118. Coordonnées du centre de gra\?ité, — Les forces étant 
proportionnelles aux masses des points auxquels elles sont appli- 
quées, on peut remplacer, dans les expressions des coordonnées 
du centre des forces parallèles, qui sont algébriquement homo- 
gènes par rapport aux forces, les forces par les masses', et écrire, 
pour les coordonnées du centre degravité, 

119. Centre de gravité d^un système continu de points ma- 
tériels, — Considérons un système de points matériels infiniment 
rapprochés, ce système forme un espace matériel, une surface 
matérielle ou une ligne matérielle, suivant qu'il présente trois, 
deux ou une dimension. Le centre de gravité de ce système est le 
centre de gravité de l'espace, de la surface ou de la ligne. 

120. Densité ou masse spécifique, — Soit un espace matériel 
dont le volume est v et dont la masse est M. Considérons un point A 
de cet espace; soil Aç' un volume infiniment petit dans tous les 
sens renfermant le point A, et AM la masse comprise dans ce 

volume. Le rapport —— est la densité moyenne relative au vo- 
lume At^, et si l'on fait décroître indéfiniment ce volume autour 
du point A, ce rapport tend généralement vers une valeur limite, 
qui est dite la densité ou masse spécifique au point A. En dési- 
gnant cette densité par p, on peut donc écrire, pour un élément 
infiniment petit du système, 

—r- = p OU dm = p av. 

a\> ' 

Un espace matériel est dit homogène ou hétérogène suivant 
que la densité en un point est la même, quel que soit le point, ou 
bien varie d'un point à un autre. 

121. Coordonnées du centre de gravité A' un espace, — 
Décomposons en éléments infiniment petits l'espace matériel 
considéré. Soient : 

X, y, z les coordonnées d'un point du système ; 
p la densité en ce point; 
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dv un volume infiniment petit dans tous les sens renfermant ce 

point; 
dM. la masse de cet élément de volume. 

Les coordonnées du centre de gravité sont données par les for- 
mules du n° H8, qui peuvent s'écrire, dans le cas actuel, 



? = 



fxdm 

fdM 



_ fydM 
'^~ fdM ' 



_ fz dM 

^~ fdM ' 



ou, puisque dM = p rfr, 

__ fp^dv _ fpydi> 



K 



__ f çi z dv 
~ fpdv 



En prenant pour di^ le volume du parallélépipède infiniment 
petit compris entre six plans infiniment voisins deux à deux et 
respectivement parallèles aux trois plans des coordonnées, et en 
posant 

I COSV COSJJL 

Q = COSV I cosX 

COSJJL cosX l 
on a 



et 



dv = y/ïï dx dy dz 
j p dv = j /ilp dx dy dz. 

En supposant d'abord x ç^l y fixes et z seul variable, et en dé- 
signant par z^ et par z^ la plus petite et la plus grande valeur de z 
correspondant aux valeurs fixes de x et de y, on a, pour la masse 
du tuhe infiniment petit parallèle à l'axe des ^, 

P dzj 

p étant une fonction de x,y^ z où l'on considère x et y comme 

p dz est une certaine fonction de x et de y^ 

que nous représenterons par ç(^,y)i de sorte que la masse du 
tube parallèle à l'axe des z est 



V 



v/ûç(iF,/) dx dy. 
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En supposant maintenant x fixe et y seul variable, et en dési- 
gnant par ^4 et par^a la plus petite et la plus grande valeur dey 
correspondant à la valeur fixe de x^ on a, pour la masse de la 
tranche infiniment petite parallèle au plan des yz^ 

sf^dx \ ^{x,y)dy, 

'f (^jJK) étant une fonction de x,y où l'on considère x comme 

^{x^y)dy est une certaine fonction de x 

que nous représenterons par f{x)^ de sorte que la masse de la 
tranche parallèle au plan Aes yz est 

^âf{x)dx. 

En faisant enfin varier x depuis la plus petite valeur x^ jusqu'à 
la plus grande valeur X2 qu'il peut prendre, on a, pour la masse 
totale, 

Tp d{> = /Ï2 Ç /(x) dx. 

L'opération ayant nécessité trois intégrations successives, fp dv 
s'appelle une intégrale triple et se représente par la notation 
abrégée 



///^=' 



p dx dy dz. 



On a donc, y/iî étant facteur au numérateur et au dénominateur, 

. _ fSfçixdxdydz _ fffpydxdydz _ fffpzdxdydz 

~ fffpdxdydz' ^ "" fffpdxd:ydz' ^ ~ fffp dx dy dz ' 

Quand le système matériel est homogène, p est constant et dis- 
paraît des fractions précédentes comme facteur commun aux deux 
termes ; ces fractions peuvent alors s'écrire simplement 

fxdv fydv fzdv 

ç = ? 7) = > ^ = • 

V Ç V 

122. Densité superficielle. — On considère fréquemment le 
centre de gravité d'une surface; pour cela, on conçoit que l'on ait 
distribué une certaine masse sur toute la surface dont il s'agit. La 
densité superficielle en un point A de la surface est le rapport 
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de la masse d'un élément superficiel infiniment petit dans tous 
les sens autour du point A à l'aire de cet élément. 

La surface est homogène ou hétérogène suivant que la densité 
en un point est la même, quel que soit le point, ou bien varie 
d'un point à un autre. 

123. Coordonnées du centre de gravité d^une surface, — 
Décomposons en éléments infiniment petits la surface matérielle 
considérée. Soient ; 

x,y, z les coordonnées d'un point de la surface; 

p la densité en ce point-, 

rfo" une aire infiniment petite dans tous les sens autour de ce point. 

Les coordonnées du centre de gravité sont 

^ ^ f p'xd^ ^ ^ ^ fpyd<j ^ fpzd<j 

fpd(j' ' fpd<j' ^ fpd<j' 

Si la surface est rapportée à un s^'stème de coordonnées rectan- 
gulaires, on peut prendre comme élément da l'aire qui a pour 
projection le rectangle dx dy sur le plan des xy^ c'est-à-dire 

/i -h/>2-h q^ dx dy, 

/?, q représentant les dérivées partielles -r- , t- de ^ par rapport à 

X et ky, déduites de l'équation de la surface. On a alors les for- 
mules 

^ _ ffpx \/i-hp^-h q'^ dxdy _ 

ç — , — ' » f\ — •••) s — •••> 

//p/i-r-/?2-H q^dxdy 

OÙ entrent seulement des intégrales doubles. 

Quand la surface matérielle est homogène, p est constant et 
disparaît comme précédemment (121 ) ; on peut alors écrire 

w f X d^ fy d(J fz d(J 

ç = — r~' "^ = — I — ' s= — - — 



(j (j 



124. Application au cylindre tronqué, — Considérons un 
cylindre droit ayant ses génératrices parallèles à l'axe des z; le 
centre de gravité d'une section plane quelconque de ce cylindre, 
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considérée comme homogène, a pour coordonnées, puisque 
sj\ -{-p^ + q^ est constant pour tous les points de la section (123), 

. ^ ffx dx dy _ ffy dx dy ^ jjz dx dy 

^ . ffdxdy ' '^ ffdxdy ' ^ ffdxdy ' 

Les deux premières coordonnées Ç, t] sont indépendantes de la 
section quelconque, puisqu'elles ne renferment que les éléments 
de la section droite du cylindre par le plan des xy^ on en con- 
clut : 

Théorème. — Les centres de gravité des sections planes d^ un 
cylindre, supposées homogènes, sont alignés sur une parai- 
lèle aux génératrices» 

Le dénominateur de !^ est l'aire de la section droite du cylindre, 
le numérateur est le volume du cylindre tronqué par le plan de la 
section quelconque, si l'on suppose cette section située tout en- 
tière d'un même côté de la section droite. Le volume du c}'- 
lindre droit tronqué a donc pour mesure le produit de sa section 
droite par la distance à cette section droite du centre de gravité 
de la section quelconque, et comme le cylindre tronqué oblique 
peut être regardé comme la différence de deux cylindres tron- 
qués droits, on en conclut : 

Théorème. — Le volume d^un cylindre tronqué a pour me- 
sure le produit de sa section droite par la droite qui joint les 
centres de gravité de ses bases, 

125. Densité linéaire. — On considère fréquemment le centre 
de gravité d'une ligne; pour cela, on conçoit que l'on ait distribué 
une certaine masse sur toute la ligne dont il s'agit. La densité li- 
néaire en un point A de la ligne est le rapport de la masse d'un 
élément linéaire infiniment petit autour du point A à la longueur 
de cet élément. 

La ligne est homogène ou hétérogène suivant que la densité 
en un point est la même, quel que soit le point, ou bien varie 
d'un point à un autre. 

126. Coordonnées du centre de gravité dhine ligne, — Dé- 
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composons en éléments infiniment petits la ligne matérielle con- 
sidérée. Soient : 

.r, y, z les coordonnées d'un point de la ligne; 

p la densité en ce point; 

ds un arc infiniment petit comprenant ce point. 

Les coordonnées du centre de gravité sont 

^ fpxds ^ f pyds _ fpzds 

^~ fpds' '^ fpds ' ^ fpds ' 

Si la ligne est rapportée à un système de coordonnées rectan- 
gulaires, et si les coordonnées x^ y, z sont exprimées à Taided'un 
paramètre ^, on a 

- V{§)'-(f)'*(£)' *■ 

et, en remplaçant ds par cette valeur, le calcul de i, yj, Ç est ra- 
mené à de simples quadratures. 

Quand la ligne matérielle est homogène, p est constant et dis- 
paraît comme précédemment (121); on peut alors écrire 

fxds fyds fzds 

Ç = — :: — > ^= — :: — ' ^= ~z — • 



s s s 



127. Propriété géométrique du centre de gravité. — Les 
masses et les distances étant évaluées en nombres, on appelle mo- 
ment dHnertie polaire d'un système de points matériels par rap- 
port à un centre fixe ou pôle la somme des produits obtenus en 
multipliant la masse de chaque point par le carré de sa distance 
au pôle. 

Théorème. — Le centre de gravité d^ un système de points 
matériels est le point de C espace pour lequel le moment dHnertie 
polaire est le plus petit possible. 

Soient, en effet : 

:r, y, z les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque du 

système; 
m la masse de ce point; 
$, 7j, î^ les coordonnées d'un point de l'espace; 
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le moment d'inertie polaire du système par rapport au point 
(Ç, Y^, Ç) a pour expression 

Si i, 7|. ^ reçoivent les accroissements A, k, /, on a, pour l'ac- 
croissement correspondant du moment d'inertie polaire, 

et cet accroissement est positif si l'on détermine Ç, Tj, Ç par les 
conditions 



ou 



c'est-à-dire si l'on prend pour le point (?, 0, î^) le centre de gravité 
du système (H8). 

Le même calcul est applicable à un système continu (H9), en 
remplaçant les sommes par des intégrales. 

128. Travail de la pesanteur sur un système de points ma- 
tériels, — La considération du centre de gravité simplifie beau- 
coup Texpression du travail dû aux actions de la pesanteur sur les 
divers points d'un système matériel en mouvement. Soient, en 
effet : 

m le moment d'un point quelconque du système; 

mg son poids ; 

y^ sa distance à un plan horizontal donné à l'instant t^^ 

y sa distance au même plan à l'instant t\ 

M la masse totale du système; 

M^ son poids; 

r\Q la distance du centre de gravité au plan horizontal donné à 

l'instant t^] 
T| sa distance au même plan à l'instant /. 

Ona(H8) 

M r,o = 2 myQ, M r^ = S my, 
d'où 

M^(7) — r3o)= ^mg{y—yç^). 
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Or le second membre est la somme des travaux des poids de 
tous les points du système, pendant le temps t — t^ (94), et le 
premier membre est le travail pendant le même temps d'un 
poids égal au poids total du système qu'on imaginerait appliqué 
au centre de gravité. 

Le même calcul est applicable à un système continu (H9), en 
remplaçant les sommes par des intégrales. On a donc ce théo- 
rème : 

Théorème. — Le travail de la pesanteur, dans le déplace- 
ment d'un système matériel, est le même que si la masse totale 
était, à chaque instant, concentrée au centre de gravité. 

Il en résulte que le travail de la pesanteur ne dépend pas des 
trajectoires décrites par les différents points du système, mais 
uniquement de la hauteur verticale dont le centre de gravité s'est 
abaissé ou élevé : c'est la généralisation du résultat obtenu au n° 94. 
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DANS LES CAS SIMPLES. 

129. Théorèmes facilitant la recherche du centre de gra- 
vité. — Nous supposerons le système homogène, c'est-à-dire 
composé de points ayant la même masse, s'il est discontinu, ou 
présentant la même densité dans toute son étendue, s'il est con- 
tinu. 

Théorème I. — Lorsqu'un système a un centre de symétrie, 
ce centre de symétrie est le centre de gravité du système. 

En prenant, en effet, le centre de symétrie pour origine, à un 
point (;r, y,, z) du système correspond un point ( — x, — y, — z) 
symétrique du premier par rapport à l'origine. Les numérateurs 
des formules qui donnent Ç, y^, X^ sont donc égaux à zéro, et le 
centre de gravité se confond avec l'origine. 

Théorème II. — Lorsqu'un système a un axe de symétrie, 
le centre de gravité du système est sur cet axe. 

En prenant, en effet, l'axe de symétrie pour axe des z, à un 
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point (x^j^jZ) du système correspond un point ( — x, — JK? ^) 
symétrique du premier par rapport à l'axe des z. Les numéra- 
teurs des formules qui donnent $, t^ sont donc égaux à zéro, et le 
centre de gravité est sur Taxe des z. 

Théorème III. — Lorsqu! un système a un plan de symétrie, 
le centre de gravité du système est dans ce plan. 

En prenant, en effet, le plan dé symétrie pour plan des xy^ à 
un point {x^y^z) du système correspond un point (^,^, — z) 
symétrique du premier par rapport au plan des xy. Les numéra- 
teurs des formules qui donnent Ç sont donc égaux à zéro, et le 
centre de gravité est dans le plan des xy. 

Théorème IV. — Laire engendrée par une ligne plane qui 
tourne autour d^un axe situé dans son plan et qui la laisse 
d^un même côté est égale à la longueur de cette ligne multi- 
pliée par la circonférence que décrit son centre de gravité. 

En effet, si Ton prend Taxe de révolution pour axe des ^, et le 
plan de la courbe pour plan des xz^ l'expression de la surface 
engendrée par la courbe est 



/■ 



ds désignant un élément de l'arc de courbe et x la distance de cet 
élément à l'axe de révolution, puisque tous les éléments de cette 
intégrale ont le même signe. Mais (126) 



^_fxds __ I fiTzxds 
s ~ oltz s 



9 



S désignant la longueur de l'arc de courbe. Donc 

/ iTzxds = s.27r5, 

et le théorème est démontré. 

Théorème V. — Le volume engendré par une aire plane qui 
tourne autour d^un axe situé dans son plan et qui la laisse 
d^un même côté est égal à la sur/ace de cette aire multipliée 
par la circonférence que décrit son centre de gravité, 

Ch. Brisse, Mécanique, 7 
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En effet, si l'on prend l'axe de révolution pour axe des^, le plan 
de la courbe pour plan des xz^ et si l'on décompose Taire en rec- 
tangles infiniment petits par des parallèles aux axes des x et 
des c, l'expression du volume engendré par Taire est 



//■ 



TT [{a: -{- dxy — x^] dz 
ou 

dx dz^ 



dx dz désignant un élément de l'aire et x la distance de cet élé- 
ment à Taxe de révolution, puisque tous les éléments de cette in- 
tégrale ont le même signe. Mais (123) 

I j X dxdz 
0" désignant la surface de l'aire. Donc 



•2 71 / / Xdx dz = (T. ITZ^j 



et le théorème est démontré. ^ 

Les théorèmes IV et V, connus sous le nom de théorèmes de 
Guldin (^), facilitent la recherche du centre de gravité d'une 
ligne ou d'une surface plane, lorsqu'on connaît Taire ou le vo- 
lume qu'elles engendrent en tournant autour d'une droite de leur 
plan. 

130. Segment de droite; circonférence de cercle, — Le mi- 
lieu d'un segment de droite, le centre d'une circonférence de 
cercle étant des centres de symétrie, on en conclut (129, th. I) 
que : 

Le centre de gravité d'un segment de droite est en son mi- 



(*) Ces deux théorèmes furent d'abord énoncés par Pappus, géomètre d'Alexan- 
drie, dans la préface du Livre VII de sts Collections mathématiques (iv" siècle); 
toutefois ils étaient tombés dans l'oubli, lorsque Guldin les remit en lumière 
dans son traité De centro gravitatis, lib. II et III ( 1635 ). 
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lieu; le centre de gravité d'une circonférence de cercle est en 
son centre. 

131. Ligne brisée, — Il n'y a qu'à appliquer au milieu de 
chaque côté, dans une direction donnée, une force proportion- 
nelle à la longueur de ce côté, et à chercher le centre de ces forces 
parallèles. 

132. Périmètre d^un triangle. — Considérons, par exemple, 
un triangle ABC {fig* 28). Appliquons aux milieux M, N, P de 

Fig. 23. 




ses côtés des forces parallèles qui leur soient proportionnelles, et 
composons celles qui sont appliquées en N et P; le point d'appli- 
cation H de leur résultante est tel que 

HN _ AB _ MN 
HP~AG~MP' 

c'est-à-dire est le pied sur NP de la bissectrice de l'angle NMP. 
En composant cette résultante avec la force appliquée en M, le 
point d'application de la résultante finale, c'est-à-dire le centre 
de gravité, est quelque part sur MH, c'est-à-dire sur une quel- 
conque des bissectrices du triangle MNP. On en conclut que : 

Le centre de gravité du périmètre d'un triangle est le centre 
du cercle inscrit dans le triangle qui a pour sommets les mi- 
lieux des côtés du triangle donné. 

133. Arc de cercle, — Le rayon qui passe parle milieu de l'arc 
AB {fig- 24) étant un axe de symétrie, le centre de gravité G est 
situé sur ce rayon (129, th. II). Pour trouver sa distance au centre, 
faisons tourner l'arc autour d'un axe passant par O et parallèle à 
la corde AB. Le théorème IV (129) donne 

zone AB = arc AB.27t.OG, 



• • • 

• .• • • • 



■ * 
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et la géométrie 
d'où 



zone AB = corde AB .27t. O A 

corde AB 



OG=OA 



arc AB 
Fig. 24. 



La distance du centre de gravité d^un arc de cercle à son 
centre est une quatrième proportionnelle à Varc, à la corde et 
au rayon, 

134. Parallélogramme ; cercle, — Le centre d'un parallélo- 
gramme, le centre d'un cercle étant des centres de symétrie*, on en 
conclut (129, th. I) que : 

Le centre de gravité d' un parallélogramme est en son centre; 
le centre de gravité d un cercle est en son centre, 

135. Triangle, — Chacune des médianes d'un triangle étant 
un axe de symétrie relativement] à des cordes parallèles au côté 
correspondant, on en conclut (129, th. II) que : 

Le centre de gravité dhin triangle est le point de rencontre 
de ses trois médianes. 

On peut remarquer que le centre de gravité d'un triangle est le 
même que celui de trois points matériels de même masse placés 
en ses trois sommets. 

136. Polygone, — Il n'y a qu'à décomposer le polygone en 
triangles au moyen de diagonales, à appliquer au centre de gravité 
de chaque triangle, dans une direction donnée, une force propor- 
tionnelle à l'aire de ce triangle, et à chercher le centre de ces 
forces parallèles. 
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137. Trapèze, — Considérons, par exemple, un trapèze ABCD 
i^fig» aS). La diagonale AD détermine deux triangles dont les 
centres de gravité G' et G'' sont au tiers des médianes AE et DF ; 
les forces appliquées en G' et en G" sont respectivement propor- 
tionnelles aux aires des deux triangles ACD, DAB ou à leurs bases 



M 




N 



CD, AB, puisqu'ils ont même hauteur. Le centre de gravité G si- 
tué sur G' G'' est donc déterminé par la proportion 

GG; _ AB 
GG" ~ CD' 

On peut dire plus simplement que G est à la rencontre de la 
droite G' G" avec la droite EF qui joint les milieux des deux bases, 
car cette droite est un axe de symétrie relativement aux cordes 
parallèles à ces bases (129, th. II). 

Enfin, en appliquant la théorie des moments (115) successive- 
ment par rapport à deux plans menés par AB et CD perpendiculai- 
rement au plan du trapèze, et en désignant par 

H la hauteur du trapèze, 

X la distance du point G à AB, 

y sa distance à CD, 

on a 

GD.fH + AB.|H = (CD + AB)ic, 

GD.|H + AB.f H = (CD -f- A3)r, 
d'où 

x_ _ 2CD-t- AB 
y "" CD-haAB* 

Ce qui montre que le centre de gravité du trapèze est le 
point de rencontre de EF avec la droite MN obtenue en prenant 
MA = CD et ND = AB. 

138. Quadrilatère. — La diagonale BD i^fig* 26) détermine 
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deux triangles dont les centres de gravité G' etG'' sont au tiers des 
médianes AI et CI; les forces appliquées en G' et G'' sont respec- 
tivement proportionnelles aux aires des deux triangles ABD, CDB 
ou, puisqu'ils ont même base BD, aux segments AE, CE qui sont 

;Fig. 26. 




entre eux comme leurs hauteurs. Le centre de gravité G situé sur 
G/ G' est donc déterminé par la proportion 



GG' CE 



GG" 



AE 



La droite G' G' étant parallèle àAC, il suffit de prendre CH^EA 
et de mener IH pour avoir le point G. On peut même se dispenser 
de tracer lA, IG et G' G", car IG = { IH. 

En employant à la décomposition la diagonale AG, au lieu de la 
diagonale BD, on aurait une droite analogue à IH, qui couperait 
celle-ci au point G cherché. 

139. Secteur circulaire, — Le rayon qui passe parle milieu de 
l'arc AB {fig- 27) élant un axe de symétrie, le centre de gravité G 
est situé sur ce rayon (129, th. II). Pour trouver sa distance au 
centre, faisons tourner le secteur autour d'un axe passant par O 
et parallèle à la corde AB. Le théorème V (129 ) donne 



sect. sphér. AB = \ arc AB.0A.2'ir.0G, 



et la géométrie 



sect. sphér. AB = corde AB,27c.OA.^OA, 



d'où 
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nr _ ^ HA corde AB 
3 arc AB 



La distance du centre de gravité d^un secteur circulaire à 
son centre est une quatrième proportionnelle à Varc, à la 
corde et aux | du rayon. 

Cette distance est les | de celle qui correspond au centre de 
gravité de l'arc AB (133). On peut s'en rendre compte en décom- 

Fig. 27. 




posant le secteur en triangles infiniment petits dont tous les cen- 
tres de gravité sont sur l'arc A'B' tel que OA' = fOA. Le centre 
de gravité de l'arc A'B'est évidemment à une distance de O égale 
aux I de la distance au même point du centre de gravité de l'arc 
AB. 

li-O. Surface latérale d'un tronc de cône de révolution, — 
L'axe du cône étant un axe de symétrie, le centre de gravité est 
situé sur cet axe (129, th. II). Pour trouver sa position, inscri- 
vons dans le tronc de cône un tronc de pyramide polygonale régu- 
lière à faces infiniment petites et appliquons aux centres de gravité 
de ces faces, qui sont des trapèzes égaux, des forces parallèles et 
égales; les points d'application sont dans un plan parallèle aux 
bases et qui partage la hauteur du tronc dans un rapport ayant 
pour limite (137) 



ir 



R 



r -h 2R' 

en appelant r et R les rayons de la petite et de la grande base. Ce 
rapport fixe la position du centre de gravité, qui est situé entre les 
deux bases. 
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141 . Zone sphérique, — Le diamètre perpendici^laire aux bases 
de la zone étant un axe de symétrie, le centre de gravité est situé 
sur cet axe (129, th. II). Pour trouver sa position, divisons la 
hauteur de la zone en parties égales infiniment petites et, par les 
points de division, menons des plans parallèles aux bases ; la zone 
est alors partagée en zones infiniment petites ayant toutes même 
hauteur et par suite même surface. Le centre de gravité de chacune 
de ces zones diffère infiniment peu du centre de gravité de la sur- 
face latérale d'un tronc de cône inscrit, et, comme les rayons des 
bases diffèrent infiniment peu, ce centre de gravité diffère infini- 
ment peu du milieu (140) de la hauteur de la zone infiniment 
petite. Le centre de gravité de la zone totale, étant le point d'appli- 
cation de la résultante d'une infinité de forces parallèles et égales, 
dont les points d'application sont les milieux des segments égaux 
dans lesquels la hauteur de la zone a été décomposée, est au milieu 
de cette hauteur. 

142. Parallélépipède ; sphère^ — Le centre d'un parallélépi- 
pède, le centre d'une sphère étant des centres de symétrie, on en 
conclut (129, th. I) que : 

Le centre de gravité d^ un parallélépipède est en son centre; 
le centre de gravité d^une sphère est en son centre. 

143. Prisme triangulaire, — Le plan qui passe par les mi- 
lieux M, N, P {fi'g, 28) des arêtes AD, BE, CF d'un prisme trian- 
gulaire est un plan de symétrie relativement à des cordes parallèles 
à ces arêtes et, par conséquent, renferme le centre de gravité 



(129, th. III). Le plan mené par l'arête AD et par le milieu Q de 
BC est un plan de symétrie relativement à des cordes parallèles 
à BG, et il en est de même du plan mené par BE et par le milieu R 



CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE DES CENTRES DE GRAVITÉ. Io5 

de Tarête AC; le centre de gravité est donc sur l'intersection de 
ces deux plans, c'est-à-dire sur la droite qui joint les centres de 
gravité G', G^' des deux bases, et, comme il est sur le plan MNP, 
on en conclut que : 

Le centre de gravité d^ un prisme triangulaire est au milieu 
de la droite qui joint les centres de gravité des deux bases. 

Il est bon de remarquer que le centre de gravité du prisme est 
distant de chaque face latérale d'une quantité égale au tiers de 
la distance de l'arête parallèle opposée, et qu'il coïncide avec celui 
de six points matériels de même masse placés aux six sommets du 
prisme. 

144. Prisme et cylindre quelconques. — Il n'y a qu'à décom- 
poser le prisme, ou un prisme à faces infinitésimales inscrit dans 
le cjlindre, en prismes triangulaires au moyen de plans menés par 
ses arêtes latérales, à appliquer au centre de gravité de chaque 
prisme triangulaire, dans une direction donnée, une force propor- 
tionnelle au volume de ce prisme, et à chercher le centre de ces 
forces parallèles. On en conclut que le centre de gravité du prisme 
total coïncide avec celui du polygone suivant lequel il est coupé par 
le plan mené par les milieux de toutes les arêtes latérales et, par 
suite, que : 

Le centre de gravité d' un prisme etd^un cylindre quelconques 
est au milieu de la droite qui joint les centres de gravité des 
deux bases. 

145. Tétraèdre. — Le plan qui passe par AB {fig* 29) et par 
le milieu E de l'arête opposée est un plan de symétrie relativement 
aux cordes parallèles à CD et, par conséquent, renferme le centre 
de gravité (129, th. III). Le plan mené par AD et par le milieu F 
de l'arête opposée est un plan de symétrie relativement aux cordes 
parallèles à BC, et il en est de même du plan mené par BC et par 
le milieu H de l'arête opposée relativement aux cordes parallèles 
à AD; le centre de gravité est donc à l'intersection de ces trois 
plans ou à la rencontre de AA' et de FH. Menons HI parallèle 
à AA', le point I est le milieu de DA' et, comme FA' est la moitié 
de DA', le point A' est le milieu de FI et, par suite, le point G le 
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milieu de FH. GA' est donc la moitié de HI et, comme HI est la 
moitié de AA', GA' est le quart de AA'. On en conclut que : 

Le centre de gravité d^un tétraèdre est au quart, à partir 
de la base, de la droite qui joint le centre de gravité de cette 
base au sommet opposé. 

Le centre de gravité dUin tétraèdre est au milieu de Vune 
quelconque des droites qui joignent les milieux de deux arêtes 
opposées. 




Le premier énoncé montre que le centre de gravité du tétraèdre 
coïncide avec celui du triangle suivant lequel il est coupé par un 
plan mené parallèlement à une base à une distance égale au quart 
de la hauteur correspondant à cette base, et le second énoncé qu'il 
coïncide avec celui de quatre points matériels de même masse 
placés aux quatre sommets du tétraèdre. 

146. Pyramide et cône quelconques, — Il n'y a qu'à décom- 
poser la pyramide, ou une pyramide à faces infinitésimales in- 
scrite dans le cône, en tétraèdres au moyen de plans menés par 
ses arêtes latérales, à appliquer au centre de gravité de chaque 
tétraèdre, dans une direction donnée, une force proportionnelle 
au volume de ce tétraèdre et à chercher le centre de ces forces 
parallèles. On en conclut que le centre de gravité de la pyramide 
totale coïncide avec celui du polygone suivant lequel elle est coupée 
par un plan mené parallèlement à la base à une distance égale au 
quart de la hauteur et, par suite, que : 

Le centre de gravité d'une pyramide et d'un cône quel- 
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conques est au quart, à partir de la base, de la droite qui joint 
le centre de gravité de cette base au sommet, 

147. Tronc de pyramide et tronc de cône quelconques à bases 
parallèles. — En considérant le tronc de pyramide ou de cône 
comme la différence de deux pyramides ou de deux cônes, on en 
conclut d'abord que le centre de gravité G est sur la droite qui 
joint les centres de gravité des deux bases. Ensuite, en appliquant 
le théorème des moments (115) successivement par rapport aux 
plans des bases, et en désignant par 

H la hauteur de la grande pyramide, 

B sa base, 

h la hauteur de la petite pyramide, 

b sa base, 

X la distance du point G à la grande base, 

y sa distance à la petite base. 



d'où 



on a 

(|BH — J 6/i)a? = iBH.^H - \bh{\h -f- H — h), 

I _ 6 A / __ 3 /i 
x_ _ 4"" B HV 4 H 
7 ~ 3 __ A \_ b MV * 

4 ïî "^ 4 B Vît; 

Soit m le rapport de similitude de la petite et de la grande base, 

on a 

h b 

jj = 'w» g = 'w » 

et, en remplaçant, 

X __ 3m* — ^m^-^i _ (m — i)'(3 7n*-f-2/?i-f-i) 
y ~' m*— 4 m H- 3 ~ (m — i)2(m2-i- '2/n -H 3) ' 

X _ 3/w*-H2m-M _ 2m*-h{/?i-4-i)' 

rapport dont la construction géométrique n'offre aucune diffi- 
culté. 

148. Secteur sphérique. — L'axe du secteur sphérique étant 
un axe de symétrie, le centre de gravité G est situé sur cet axe 
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(129, th. II). Pour trouver sa distance au centre, décomposons le 
secteur en pyramides infinitésimales ayant leur sommet au centre O 
de la sphère; les centres de gravité de toutes ces pyramides sont 
sur une zone semblable à celle qui termine le secteur, le rapport de 
similitude étant égalà|; les forces appliquées en ces centres de gra- 
^vité étant proportionnelles aux bases des pyramides infinitésimales 
puisqu'elles ont même hauteur, le point d'application de leur 
résultante est le centre de gravité de la zone de leurs points d'appli- 
cation. D'où l'on conclut, que : 

La distance du centre de gravité d^un secteur sphérique à 
son centre est les | de la distance au même point du centre de 
gravité de la zone qui lui sert de base. 



MOKENTS PAR RAPPORT A UN POINT. 

14'9. Définition, — Étant donnés une force F et un point O 
ifig' 3o)j ^^ appelle moment de cette force par rapport à ce 
point un segment OG dont on définit comme il suit la grandeur 
et la direction : 

I** Les forces et les distances étant évaluées en nombres, la 
grandeur du moment est égale au produit de la force F par la dis- 
tance OP du point O à sa direction ; 




1^ La direction OG est perpendiculaire au plan OAF et menée 
d'un côté de ce plan tel qu'un spectateur, ayant les pieds en O, 
la tête en G et regardant la force, voie celle-ci tendre à faire 
tourner le rayon OA de son point d'application autour du centre 
O des moments dans un sens déterminé, celui des aiguilles d'une 
montre par exemple. ' 

On voit que l'expression du moment est la même que celle de 
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Taire du parallélogramme construit sur la force et sur le rayon de 
son point d'application ; que le moment est nul lorsque la force 
est nulle ou passe par le point O, et réciproquement; que le mo- 
ment ne change pas quand on prend pour point d'application de 
la force un point quelconque de sa direction ; qu'il ne change ni 
de grandeur ni de direction quand on prend pour centre des mo- 
ments un point quelconque de la parallèle menée par O à la direc- 
tion de la force; qu'un spectateur, ayant les pieds en A, la tête 
en F et regardant le moment, voit celui-ci tendre à faire tourner 
AO autour de A dans le sens des aiguilles d'une montre. 



150. Relation entre les moments d^une force par rapport 
aux divers points de V espace, — Connaissant le moment d'une 
force par rapport à un point O, cherchons le moment de cette 
force par rapport à un autre point quelconque O'. 

Prenons le plan de la figure perpendiculaire à la force, de ma- 
nière qu'elle se projette en un seul point f {fig* 3 1)5 soient o, o' 
les projections de O, O' sur ce plan. Les distances OP, O'P' des 
deux centres à la force se projettent en vraie grandeur suivant o/, 

:Fig. 3i. 




o'f et les moments correspondants se projettent suivant les 
droites og^ d ^ perpendiculaires à o/, o'/, tendant à entraîner 
o/, o'/ autour de f dans le même sens, d'après la dernière re- 
marque du n° 149, et respectivement égales à F.o/, ¥ .o'f. Sup- 
posons fo et /o' entraînés par o^ et o'^', et le triangle ofo' tour- 
nant autour de/ d'un angle droit; dans sa nouvelle position, 
(o/o)', /o) et og sont parallèles et de même sens, /co' et o' g' sont 
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parallèles et de même sens, coco' et od sont perpendiculaires. 
Menons alors par cf une parallèle à /co et par ^ une parallèle 
à co'co, le triangle yo'^, homothétique au triangle co/co', a ses 
côtés respectivement perpendiculaires à ceux du triangle ofd^ 
et Ton a 



of " oo' o'f ' 
mais 

donc 

Menons o'y' égal et parallèle à y^' et achevons le parallélogramme; 
o' g' est la résultante de o'y et de o'y', et Ton peut regarder o'y' 
comme le moment par rapport au point O' d'une force égale et 
parallèle à F menée par le point O. Par conséquent : 

Théorème. — Le moment d^ une force par rapport à un point 
quelconque est la résultante du moment par rapporta ce point 
de la force transportée parallèlement à elle-même en un autre 
point de V espace et d^une droite égale et parallèle au moment 
de la force donnée par rapport à cet autre point, 

151. Moment résultant d^un système de forces, — Considé- 
rons un système de forces distribuées d'une manière quelconque 
dans l'espace; prenons les moments de ces forces par rapporta un 
même point, et composons-les comme des forces; la résultante 
obtenue s'appelle le moment résultant par rapport au point du 
système de forces considéré. 

Si les forces sont dans un même plan et que le centre commun 
des moments soit pris dans ce plan, tous les moments coïncident 
avec une perpendiculaire au plan el leur résultante est égale à 
leur somme algébrique. 

152. Moment résultant d^un système de forces concou- 
rantes, — Le moment d'une force F par rapport à un point O 
peut s'obtenir de la manière suivante : 

Menons par O {^fig- 82) un plan GO/ perpendiculaire à OA, 
et projetons AF en 0/ sur ce plan. L'aire du parallélogramme 
construit sur la force et sur le rayon de son point d'application, 
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c'est-à-dire la grandeur du moment, a pour expression Oy*. OA. 
Plaçons-nous les pieds en O, la tête en A, et faisons tourner 0/ 
d'un quadrant dans le sens des aiguilles d'une montre, après 
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l'avoir multiplié par OA, nous aurons le moment OG de F par 
rapport à O. 

Nous allons appliquer cette construction à la démonstration du 
théorème suivant : 

Théouème. — Le moment résultant d^ un systèihe de forces 
concourantes, par rapport à un point, est le moment par rap- 
port à ce point de la résultante des forces. 

Soient : 

O le centre des moments ; 

F^, F2, . . ., Frt des forces appliquées en un même point A; 

0/ï, 0/2? •••? 0/rt les projections de ces forces sur un plan P 

perpendiculaire en O à OA; 
F la résultante des forces F^, F2, . . ., F,/ ; 
0/la projection de cette résultante sur le plan P. 

En faisant tourner d'un quadrant, dans le sens des aiguilles 
d'une montre, O/^, 0/2? •••> ^fn et 0/ multipliées préalable- 
ment par OA, on a les moments OG^, OG2, ..., OG,, et OG des 
forces F|, F2, . . ., F,^ et de leur résultante F par rapport à O; et, 
comme 0/ est la résultante de Oy^, O/i^ •••? ^fnt puisque, si 
l'on projette un contour polygonal non fermé sur un plan, la 
droite qui ferme la projection du contour est la projection de 
la droite qui ferme le contour, OG est la résultante de 0G|, 
OG2, . . ., 0G,2, et le théorème est démontré. 
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Corollaire. — Etant données des forces concourantes dans 
un plan et un centre des moments dans ce plan, le moment de 
la résultante est égal à la somme algébrique des moments des 
composantes. 

Ce corollaire est connu sous le nom de théorème de Vari- 
gnon, 

153. On ne change pas le moment résultant d'un système de 
forces en remplaçant plusieurs forces concourantes du système 
par leur résultante, ou en remplaçant une force du système par 
d'autres forces concourantes l'ayant pour résultante. 

Car, d'après le théorème précédent (152), remplacer plusieurs 
forces par leur résultante revient à remplacer les moments corres- 
pondants par leur résultante, ce qu'il faut faire pour obtenir le 
moment résultant. 

154. Relation entre les moments résultants dUm système de 
forces par rapport aux divers points de l'espace, — D'après le 
théorème du n° 150, pour avoir le moment résultant d'un système 
de forces par rapporta un point O' {fig, 3i), connaissant le mo- 
ment résultant de ce système par rapport à un point O, il faut 
mener par le point O des forces égales et parallèles aux forces 
données et prendre leur moment résultaùt par rapport à O', c'est- 
à-dire, puisque ces forces sont concourantes en O, prendre le mo- 
ment de leur résultante par rapport à O' et le composer avec une 
droite égale et parallèle au moment résultant du système par rap- 
port à O, menée par le point O'. Par conséquent : 

Théorème. — Le moment résultant d'un système de forces 
par rapport à un point quelconque est la résultante du mo- 
ment, par rapport à ce point, de la résultante des forces trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes en un autre point de V es- 
pace et d'une droite égale et parallèle au moment résultant 
du système des forces données par rapport à cet autre point. 

Corollaire I. — Le moment résultant par rapport à un 
point d'un système de forces qui, transportées parallèlement 
à elles-mêmes en un point quelconque de l'espace, ont une ré- 



MOMENTS PAR RAPPORT A UN AXE. Il3 

sultante nulle, est, en grandeur et en direction, indépendant 
du point. 

Corollaire II. — La projection du moment résultant d^ un 
système de forces, par rapport à un point, sur la résultante de 
ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un 
point quelconque de V espace, est, en grandeur et en direction, 
indépendante du point. 

Car, au lieu de projeter sur la direction de cette résultante le mo- 
ment résultant du système de forces par rapport à O' (fig. 3i), 
on peut, d'après le théorème, projeter : i° le moment par rapport 
à O' de la résultante des forces transportées parallèlement à elles- 
mêmes en O, projection qui est nulle, puisque le moment et la 
résultante sont rectangulaires; 2** une droite égale et parallèle au 
moment résultant du système des forces données par rapport à O. 
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155. Définition, — On appelle moment d'une force F par 
rapport à un axe X {^fig* 33) le moment de la projection de la 



force sur un plan perpendiculaire à l'axe par rapport à la trace O 
de l'axe sur ce plan. 

On voit que la grandeur et la direction de ce moment sont indé- 
pendantes de la position du plan perpendiculaire à X; qu'il est 
égal au produit de la projection de la force sur un pl^n perpendi- 
culaire à l'axe par la plus courte distance entre la force et l'axe; 
qu'il est nul lorsque la force est nulle ou rencontre l'axe à dis- 
tance finie ou infinie, c'est-à-dire est avec l'axe dans un même 
plan, et réciproquement; qu'il est un segment de l'axe X. 
Ch. Brisse, Mécanique, 8 



ii4 



CHAP. IV. — STATIQUE DU SOLIDE INVARIABLE LIBRE. 



156. Théorème. — Le moment de la résultante d'un système 
de forces concourantes par rapport à un axe est égal à la 
somme algébrique des moments des composantes par rapport 
à cet axe. 

Si l'on projette, en effet, les forces sur un plan perpendiculaire 
à l'axe, la projection de leur résultante est la résultante des pro- 
jections de ces forces, et l'on est ramené au théorème de Vari- 
gnon (152, coroU.). 

157. Théorème. — Le moment d' une force par rapport à un 
axe X est égal à la projection sur cet axe du moment de la 
force par rapport à un point quelconque O de X. 

Prenons le plan de la figure passant par O {fig* 33) et perpen- 
diculaire à l'intersection des deux plans OAlF, Oa/, de manière 
que ces deux plans se projettent chacun suivant une droite issue 
de O {fig* 34). Sur ces deux droites se projetteront en A'F' et 
a'f les segments AF et af et les droites A!a\ ¥'f seront perpen- 

Fig. 34. 




diculaires à Ofa', Si le moment de F par rapport à O est dirigé 
suivant OG, le moment de /par rapport à O, c'est-à-dire le mo- 
ment de F par rapport à X, sera dirigé suivant O g) car, en fai- 
sant tourner OA' de l'angle A'Oa'= 8 autour de O, le spectateur, 
qui, placé suivant OG, voyait AF entraîner OA dans le sens des 
aiguilles d'une montre, verra, placé suivant O^, a/ entraîner Oa 
dans le même sens. D'ailleurs, le moment de F par rapport à O 
ayant même expression que l'aire du parallélogramme construit 
sur OA et AF, le moment de / par rapport à O ayant même 
expression que l'aire du parallélogramme construit sur Oa et af 
et le second parallélogramme étant la projection du premier, le 
moment de la force F par rapport à l'axe X est égal au moment de 
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la force F par rapport à O multiplié par le cosinus de l'angle 
aigu 6 des deux plans ; on a donc O^ = OG cos8 et le théorème est 
démontré. 

158. Moment maximum, — Si, par un point O, on mène plu- 
sieurs axes, et qu'on veuille trouver les moments d'une même force 
par rapport à ces axes, il suffira, d'après le théorème précédent, 
de prendre le moment de cette force par rapport au point O et de 
le projeter sur les divers axes. 

On voit ainsi que, parmi tous les moments d'une force par rap- 
port aux divers axes issus d'un point, celui qui se rapporte à la 
normale au plan déterminé par la force et par le point est un 



m^aximum. 
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159. Moments d'une force par rapport à trois axes rectan- 
gulaires, — Une force quelconque F étant rapportée à trois axés 
de coordonnées rectangulaires, soient : 

x^ y, z les coordonnées de son point d'application; 
X, Y, Z ses composantes suivant les axes. 

D'après le théorème du n® 156, pour avoir le moment de F par 
rapport à l'axe des x^ il suffit de prendre la somme algébrique 
des moments des trois composantes X, Y, Z par rapport à cet axe. 
Le moment de X est nul, puisque X est parallèle à l'axe des x (155); 
les moments de Y et de Z sont, en grandeur et en signe, — ^ Y et 
yTj\ par suite, le moment de F est j^Z — z\. On a donc, en dési- 
gnant par A, B, G les moments de F par rapport aux trois axes, 

B = zX — a^Z, 

Pour retrouver ces formules, il suffit d'écrire sur deux lignes ho- 
rizontales : 

1** Les coordonnées x^y^ z^ 

2^ Les composantes X, Y, Z, 
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et de former circulairemeni les trois déterminants 
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160. Composantes suivant trois axes rectangulaires du mo- 
ment d^ une force par rapport à un point, — Supposons d'abord 
que l'origine des coordonnées soit le centre du moment. Les pro- 
jections du moment de la force par rapport à l'origine sur les trois 
axes sont les moments de cette force par rapport à ces trois axes 
(157), c'est-à-dire les quantités désignées précédemment par A, 
B, C(159). 

Supposons maintenant que le centre du moment soit un point 
quelconque (^',jk'? ^')' Transportons l'origine en ce point : X, Y, Z 
ne changent pas; x^y^ z deviennent ^i, jKm ^i> tels que 

x = Xi-^x', y=yi-hy', z=zi-hz'; 

et les projections du moment sont actuellement 
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Revenons à l'ancienne origine : les expressions de ces projections 

A', B', CI seront 

A' = (7-y)Z-(z-y)Y, 

W={z — z')X—(^x — x')Z, 
C' = {x-x')Y-{y^y)X, 

ou, en tenant compte de ce que désignent A, B, C, 

A' = A-yZH-z'Y, 
B'=B-'Z'X-hx'Z, 

c' = c—x'Y-hyx, 

Elles correspondent au théorème du n® 150. 

161. Moment résultant d'un système de forces. — Suppo- 
sons d'abord que l'origine des coordonnées soit le centre des 
moments. Soient : 

L, M, N les composantes suivant les axes du moment résultant;- 
A, B, C les composantes suivant les axes du moment de l'une 
quelconque des forces du système; 
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on aura, d'après la définition (151), 

ou, en ajanl égard aux valeurs de A, B, G (159), 

(i) I M = S(^X — a?Z), 

( N = S(rpY — xX). 

Supposons maintenant que le centre des moments soit un point 
quelconque (^', j^', ^'). Soient : 

U, M', N' les composantes suivant les axes du moment résultant 

par rapport à ce point; 
A', B', G' les composantes suivant les axes du moment de l'une 

quelconque des forces du système par rapport à ce point; 

on aura, d'après la définition (151), 

L'=SA', M'=SB', N'=2G', 
ou, en ayant égard aux valeurs de A', B', G' (160), 

L'=sA^ysz + ysY, 

M'= SB — VSX.-ha7'2Z, 

N'=2G-rp'2Y-+-y2X. 

On peut mettre ces valeurs de U, M', N' sous une autre forme. 
Supposons qu'on compose les forces du système transportées pa- 
rallèlement à elles-mêmes en un point quelconque de l'espace, et 
soient P, Q, R les composantes suivant les axes de leur résultante, 

on a 

P = SX, Q = SY, R=SZ. 

Gomme, d'autre part, 

L = SA, M = 2B, N = SG, 
il vient définitivement 

(2) I W = M — z'P -+-a?'R, 

( N'= N -a?''Q-+-yP. 

Ges expressions correspondent au théorème du n° 154. 
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162. Conséquences des formules précédentes, — On déduit 
immédiatement de ces formules les propositions établies précédem- 
ment par la voie géométrique. 

1° Supposons que les forces d'un système soient concourantes 
en un point (^, y, z). En prenant pour origine des coordonnées 
le centre des moments, les formules (i) donnent 

M = ^P — arR, 

et l'on en conclut que : 

Le moment résultant d^un système de forces concourantes 
par rapport à un point est le moment par rapport à ce point 
de la résultante des forces (152). 

2" Supposons que l'on ait P=:o, Q := o, R := o. Les for- 
mules (2) donnent 

L'=L, M'=M, N'=N, 

et l'on en conclut que : 

Le moment résultant par rapport à un point dun système 
de forces qui, transportées parallèlement à elles-mêmes en un 
point quelconque de V espace^ ont une résultante nulle, est, en 
grandeur et en direction, indépendant du point (154). 

3** Soient : 

G' la grandeur du moment résultant des forces du système par 

rapport à un point quelconque de l'espace; 
H la résultante des forces du système transportées parallèlement à 

elles-mêmes en un point; 
i l'angle que fait la direction de cette résultante avec celle du 

moment résultant. 

Les cosinus directeurs du moment résultant et de la résultante 
étant respectivement 



G'^ G' G' ^^ h' h' H 
on a 



. L'P-^M'Q^-N'R 

COSl = gTjj J 



y 
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d'où 

GCOSl= rj^^ • 

il 

Or, si l'on ajoute les équations (2), multipliées respectivement 
par P, Q, R, on a 

L'P + M'Q -H N'R = LP -4- MQ -4- NR 

et, par suite, 

. LP-HMQ-hNR 

G ces i = ^ • 

ri 

Le second membre est indépendant de œ', y^, z', et l'on en con- 
clut que : 

La projection du moment résultant d'un système de forces 
par rapport à un point, sur la résultante de ces forces trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque 
de l'espace, est, en grandeur et en direction, indépendante du 
point (154). 

163. Moment résultant minimum. — La projection du mo- 
ment résultant sur la résultante étant invariable, d'après ce qui 
précède, représente la plus petite valeur que puisse admettre le 
moment résultant par suite du déplacement du centre des mo- 
ments. 

Pour obtenir ce minimum, il faut placer le centre des moments 
dans une position telle que la direction du moment résultant soit 
parallèle à celle de la résultante. Ce qui aura lieu, si l'on a 

L' __ m; __ N_' 
IP ^ Q ~ R' 

c'est-à-dire, d'après les formules (2), 

P ~ Q ~ R * 

En y considérant x', y, z^ comme des coordonnées courantes, 
ces équations sont celles d'une droite sur laquelle il suffira de placer 
le centre des moments pour que le moment résultant soit mini- 
mum. 

Cette droite est désignée sous le nom d^ axe principal. 
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164. Expression du moment d'aune force par rapport à un 
axe. — Supposons que l'axe passe par l'origine O d'un système 
de coordonnées rectangulaires. Soient : 

a, è, c les cosinus directeurs de l'axe; 

A, B, C les composantes du moment de la force par rapport au 

point O; 
G la grandeur de ce moment; 

K la grandeur du moment de la force par rapport à l'axe \ 
6 l'angle que font entre elles les directions de ces moments. 

Les cosinus directeurs du moment de la force par rapport au 

point O sont 

ABC 

G' G' G' 
et la relation R=Gcosô (157) donne 

A, B, C étant données par les formules du n'' 159. En remplaçant 
A, B, Cpar ces valeurs, il vient 



K = 



a 



X y z 
X Y Z 



Soient maintenant des forces en nombre quelconque dont on 
prend les moments par rapport au même axe. On a, pour la 
somme de ces moments, 

SK = aSA-+-6SB + cSC, 

c'est-à-dire 

2K = aLH^èM-+-cN, 

L, M, N désignant (161) les composantes suivant les axes du mo- 
ment résultant des forces par rapport à l'origine. 

Les quantités L, M, N, qui sont données parles formules (i) du 
n® 161, représentent aussi les sommes des moments des forces 
par rapport aux axes des coordonnées. 
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THÉORIE DES COUPLES. 

165. Définitions. — On a vu (H3) qu'un couple était le sys- 
tème de deux forces égales, parallèles et de sens contraires. 

La plus courte distance des deux forces porte le nom de bras 
de levier du couple. 

On appelle moment (Tun couple un segment dont on définit 
comme il suit la gandeur et la direction : 

I® Les forces et les distances étant évaluées en nombres, la 
grandeur du moment est égale au produit de l'une des forces du 
couple par son bras de levier ; 

2° La direction est perpendiculaire au plan du couple, et telle 
qu'un spectateur, traversé par cette direction des pieds à la tête 
et ayant les pieds sur le plan du couple, voie les forces tendre 
à faire tourner, dans le sens des aiguilles d'une montre, la droite 
qui unit leurs points d'application, autour de son milieu. 

Cette définition du moment d'un couple trouve sa justification 
dans le théorème suivant : 

Théorème. — Le moment résultant des deux forces d^un 
couple par rapport à un point quelconque est égal au moment 
du couple. 

Le théorème est évident lorsque le centre des moments coïn- 
cide avec le point d'application de Tune des forces du couple ; 
soient alors L, M, N les composantes du moment résultant, c'est- 
à-dire du moment du couple, suivant les trois axes. Si l'on trans- 
porte le centre des moments en un point quelconque {x^y^ z)^ les 
composantes du moment résultant des deux forces du couple sont 
données par les formules (2) du n® 161 : 

L'=L -yR + VQ, ^ 

N'= N — ar'Q-f-yP, 

où P, Q, R désignent, en général, les sommes des projections des 
forces du système sur les trois axes. Lorsque ce système est un 
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couple, P, Q, R sont nuls, et l'on a 

L'=L, M'=M, N'=N, 

ce qui démontre le théorème. 

Ce théorème est d'ailleurs une conséquence immédiate du corol- 
laire I du n® 154. 

166. Propriétés, — L'emploi des couples, en Mécanique, re- 
pose sur les théorèmes suivants : 

Théorème I. — On peut transporter un couple appliqué à un 
solide parallèlement à lui-même, dans son plan ou dans tout 
autre plan parallèle, sans changer son effet ; en d* autres 
termes, on peut toujours remplacer un couple appliqué à un 
solide par un autre déduit du premier par une translation. 

Soit A'B' {fig, 35) une droite quelconque du solide égale et 
parallèle au bras de levier AB. En prenant pour points d'application 
des forces les extrémités mêmes du bras de levier, et en introdui- 
sant les forces P' et P'', Q' et Q" égales aux forces du couple et 

Fig. 35. 
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deux à deux directement opposées, on ne modifie pas l'effet du 
couple PQ; mais la figure ABA'B' étant un parallélogramme, on 
peut remplacer Q'^ et P par la force double P H- Q'' appliquée au 
milieu I de AB', et de même P'^ et Q par la force double P'4- Q 
appliquée au milieu I de A'B. Or les forces P^' + Q, P-hQ", égales 
et directement opposées, ont une résultante nulle, et le solide reste 
soumis à l'action du couple P'Q' seul, comme on l'avait annoncé. 

Corollaire. — Un couple et une force ne peuvent se faire 
équilibre sur un solide, que si la force et le couple sont sépa- 
rément nuls. 
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En effet, en transportant le couple parallèlement à lui-même, 
de manière que l'une de ses forces Q [^fig* 36) ait même point 




d'application B que la force F, et en composant Q et F, il reste 
deux forces F' et P qui, n'étant pas directement opposées, ne 
peuvent se faire équilibre (104). 

Théorème II. — On peut. faire tourner un couple appliqué à 
un solide^ dans son plan, autour du milieu de son bras de 
Ici^ier. 

SoitA'B'(^^. 3^) une nouvelle position du bras de levier obtenue 
par une rotation autour de son milieu O. L'introduction des 
forces P' et P^', Q' et Q'', égales aux forces du couple et deux à deux 
directement opposées, ne change pas l'effet du couple PQ. Mais 
alors on peut remplacer Q" et Q appliquées en B'' par leur résul- 
tante dirigée suivant B^'O, et de même P'' et P, appliquées en A", 

Fig. 37. 




par leur résultante dirigée suivant A''0. Or les forces dirigées 
suivant B''0 et A^'O, égales et directement opposées, se font équi- 
libre, et le solide reste soumis à l'action du couple P'Q' seul, 
comme on l'avait annoncé. 

Ces deux théorèmes, relatifs, l'un à la translation, l'autre à la 
rotation d'un couple, permettent de lui donner telle position que 
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Ton veut, soit dans son plan, soit dans un plan parallèle. On 
peut, en effet, faire tourner ce couple au milieu de son bras de 
levier, de manière à lui donner la direction voulue, et le déplacer 
ensuite parallèlement à lui-même. 

Théorème III. — On peut toujours remplacer un couple 
appliqué à un solide par un autre de même moment. 

Supposons qu'on veuille remplacer le couple PQ {fig- 38) par 
un autre ayant pour bras de levier BC. Appliquons en G au 



Fig. 38. 
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solide deux forces Q', Q" parallèles à P, égales entre elles, direc- 
tement opposées et telles que 






AB 
BG 



On peut remplacer Q'' et P par une force P + Q^' appliquée en B, 
d'après l'égalité précédente. Or P-h Q" et Q, directement oppo- 
sées, ont une résultante P' égale à leur différence, et le solide reste 
soumis à l'action du couple P'Q' seul, qui tend à faire tourner son 
bras de levier dans le même sens que le couple PQ. Comme, 
d'autre part, l'égalité précédente donne 

P.AB = P'.BG, 

les deux couples PQ, P'Q' ont même moment; ce qu'il fallait 
démontrer. 

167. Composition des couples. — Composer des couples ap- 
pliqués à un solide, c'est trouver un couple qui, appliqué seul au 
solide, lui communique le même mouvement. 



THEORIE DES COUPLES. 
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Si les couples appliqués au solide sont situés dans un même 
plan ou dans des plans parallèles, on peut toujours, d'après les 
théorèmes précédents, sans changer leurs moments, les amener à 
avoir un bras de levier commun, et les forces appliquées aux 
extrémités de ce bras de levier commun s'ajoutent algébriquement 
pour donner naissance à un couple résultant. Le moment de ce 
couple est donc égal à la somme algébrique des moments des 
couples composants; on peut lui donner ensuite tel bras de levier 
qu'on veut, le transporter parallèlement à lui-même, le faire 
tourner dans son plan, et l'on conclut : 

TnÉonliME IV. — Un nombre quelconque de couples dont les 
moments sont parallèles y appliqués à un même solide, ont 
un couple résultant dont le moment est parallèle et égal à la 
somme algébrique des moments des couples composants . 

168. Composons maintenant deux couples situés dans des plans 
différents. On peut d'abord leur donner même bras de levier et 
les déplacer ensuite, chacun dans son plan, de manière que ces 
bras de levier coïncident avec l'intersection AB {fig' Sg) des deux 

Fig. 39. 




plans. Soient PQ, RS les deux couples; on peut remplacer R et 
P par leur résultante T, S et Q parleur résultante U ; TU est donc 
le couple résultant. Les moments des couples PQ, RS, TU sont 
les moments par rapport à B des forces P, R, T ; donc, d'après le 
théorème du n° 132, le moment du couple résultant est la résul- 
tante des moments des couples composants. 

De la composition de deux couples, on passe aisément à la com- 
position d'un nombre quelconque, et l'on conclut que : 

Théorème V. — Un système de couples, appliqués à un même 
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solide, ayant pour moments G|, G2, ..., Qfnt p^ut être rem- 
placé par un couple unique, appliqué au même solide, ayant 
pour moment la résultante de G| , G2, . . ., Gn. 



BÉDUGTIOH GÉHÉRALE DES FORGES APPLiaUÉES A UH SOLIDE. 

169. Théorème I. — Un système quelconque de forces appli- 
quées à un solide peut être remplacé par deux forces, dont une 
agit sur un point arbitraire. 

Soient A, B, G {fig» 4^) trois points invariablement liés au so- 
lide, F Tune des forces, M son point d'application. On peut 
joindre le point M aux points A, B, G, décomposer la force F en 




trois autres dirigées suivant MA, MB, MC, et transporter en A, 
B, C, sur leurs directions respectives, les points d'application 
de ces trois composantes. En opérant ainsi sur chaque force du 
système, on obtient trois groupes de forces appliquées en A, B, G. 
Ghacun d'eux peut se réduire à une force unique et le système 
est ainsi remplacé par trois forces P, Q, R, respectivement appli- 
quées en A, B, G. 

Gela posé, considérons les deux plans déterminés par le point A 
et les deux forces Q et R ; sur l'intersection AX de ces deux plans, 
prenons un point arbitraire D ; joignons les points B et G aux 
points A et D. 
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On peut décomposer la force Q en deux autres Q' et Q'' suivant 
DB et BA, et de même la force R en deux autres R' et R'' suivant 
DC et CA. Enfin, si l'on applique Q' et R' au point D de leurs 
directions, on a deux groupes de forces appliquées en A et D, et 
en réduisant chacun d'eux à une force unique, le système des 
forces appliquées au solide est définitivement remplacé par deux 
forces S et T agissant en A et D. 

Le point A est arbitraire. Ce point étant choisi, la droite AX 
variera avec le choix des points B et C, mais sera toujours assujettie 
à passer par le point A; le point D est arbitraire sur cette droite. 
Ce point fixé, les forces S etT sont déterminées. On voit qu'il y a 
une infinité de manières de réduire à deux les forces appliquées à 
un solide. 

La première partie de la démonstration prouve que les forces 
appliquées à un solide peuvent se réduire à trois, appliquées en des 
points arbitraires. 

170. Théorème II. — Le moment résultant des forces appli- 
quées à un solide est le même, par rapport à tout point de 
V espace, que celui des deux forces auxquelles on peut ré- 
duire le système. 

En effet, on peut, sans altérer le moment résultant, transporter 
le point d'application d'une force sur sa direction, remplacer plu- 
sieurs forces concourantespar leur résultante (1S2) et décomposer 
une force en plusieurs autres. Comme on n'a employé que ces 
modes de transformation, le moment résultant n'est pas altéré 
quand on remplace les forces F, F', ... qui agissent sur le solide 
par les deux forces S et T. 

171. Usage de la théorie des couples pour la réduction des 
forces appliquées à un solide, — La composition des couples 
(167 et 168) conduit d'une façon évidente à la réduction générale 
des forces appliquées à un solide. Considérons un solide soumis à 
l'action des forces F, F', F'', . . . {fig. 4 1 ) et un point quelconque O 
de ce solide. L'introduction de deux forces F|, F2, appliquées 
en O, égales à F et directement opposées, ne modifie pas l'effet 
des premières; mais on a, de cette manière, remplacé la force F 
par un couple FF< et une force F2 appliquée en O. En opérant de 
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même sur les autres forces F', F'', ... du système, on remplacera 
chacune d'elles par un couple et par une force; tous les couples 

Fig. 4 . 




pourront se composer en un seul et toutes les forces en une force 
unique appliquée au point O. D'où l'on conclut que : 

Un système de forces agissant sur un solide est réductible à 
une force agissant sur un point arbitraire du solide et à un 
couple. 

En transportant le couple parallèlement à lui-même de manière 
que l'une de ses forces soit appliquée en O, et en composant cette 
force avec celle qui est déjà appliquée en ce point, on a le théo- 
rème du n® 169. 

On établirait de même le théorème du n° 170. En effet, on peut, 
sans altérer le moment résultant, appliquer en un point deux forces 
égales et directement opposées, remplacer plusieurs couples par 
leur couple résultant (165), transporter un couple parallèlement à 
lui-même, et remplacer plusieurs forces concourantes par leur ré- 
sultante (152). 

172. De quelque manière que l'on procède, la force unique à 
laquelle on arrive est la résultante de toutes les forces du système 
transportées parallèlement à elles-mêmes en O ; elle est donc déter- 
minée en grandeur et en direction : on lui donne le nom de résul- 
tante de translation. Quant au couple, son moment est égal au 
moment résultant des forces appliquées au solide par rapport au 
point O, puisque le moment par rapport à ce point de la résul- 
tante de translation est nul; il est donc variable en grandeur et 
en direction. Nous allons prouver qu'on peut choisir le point O 
de telle sorte que le moment du couple soit parallèle à la résul- 
tante de translation. 
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A cet effet, décomposons le moment du couple en deux autres, 
Tun parallèle, l'autre perpendiculaire à la résultante de transla- 
tion. Faisons tourner ce dernier couple dans son plan, de ma-* 
nière que ses forces deviennent parallèles à cette résultante, et 
composons les trois forces; elles auront une résultante égale à la 
résultante de translation, et il restera le premier couple dont le 
moment est parallèle à cette résultante. 

Il est facile de voir que cette décomposition ne peut être effec- 
tuée que d'une seule manière. En effet, si l'on transporte la ré- 
sultante de translation qu'on vient d'obtenir, parallèlement à elle- 
même, ailleurs que sur sa direction, il faudra joindre au système 
un couple dont le moment, normal à la résultante, se composant 
avec le moment parallèle, changera forcément la direction du mo- 
ment résultant. D'où l'on conclut que : 

Un système de forces agissant sur un solide est réductible 
d^ une seule manière à une force et à un couple dont le mo- 
ment est parallèle à la force* 

Le moment de ce couple, étant la projection du moment du 
couple auquel on était parvenu sur la résultante de translation et 
étant déterminé, est le plus petit des moments des couples que 
l'on peut obtenir; pour cette raison, on donne à ce couple le nom 
de couple minimum, 

La démonstration analytique de ces résultats a d'ailleurs été 
déjà donnée (162, 3% et 163). 

173. Théorème DE Chasles. — Le tétraèdre construit sur deux 
quelconques des forces auxquelles on peut réduire les forces 
appliquées à un solide a un volume constant. 

Prenons la plus courte distance MN {^g» 4^) des deux forces S 
etT (169), M pour point d'application de S, N pour point d'ap- 
plication de ï; le volume du tétraèdre construit sur S et T n'est 
pas altéré, puisque l'expression de son volume est, comme on 
sait, IS.T.MN. Menons MP égale et parallèle à NT, MR sera la 
résultante de translation, T.MN sera le moment résultant des 
Gh. Brisse, Mécanique. 9 
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forces appliquées au solide par rapport au point M (170), et 
T.MN.cosSMR = T.MN.| sera constant (162, 3«). Or R est 
constant (172) ; donc le théorème est démontré. 
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174. Lemme. — Pour que deux forces soient égales et direc- 
tement opposées^ il faut et il suffit que leur moment résultant 
soit nul par rapport à tout point de V espace, 

I® La condition est nécessaire. 

En effet, si les deux forces sont égales et directement oppo- 
sées, les plans qu'elles déterminent avec le centre des moments 
coïncident, les moments sont donc portés sur la même droite; 
d'ailleurs, ils ont la même valeur et sont comptés en sens con- 
traires. Leur résultante est donc nulle. 

Cela résulte aussi du théorème du n® 152. 

a® La condition est suffisante. 

En effet, le moment résultant par rapport à un point quel- 
conque a> étant nul, par hypothèse, les moments wG4, a)G2 des 
deux forces F|, F2 sont égaux et directement opposés. Les plans 
(oF|, a>F2, perpendiculaires à une même droite, coïncident; au- 
trement dit, la force F2 est dans le plan WF4, c'est-à-dire dans 
un plan quelconque mené par F4 ; elle est donc située sur le pro- 
longement de Fi. Elle est dirigée en sens contraire, puisque wGi 
et a>G2 sont directement opposés. Elle est égale à Fi, puisque 
toG4 = WG2 et que leur distance au point (o est la même. 

175. Condition de Véquilihre, — Pour qu'un solide libre 
soit en équilibre sous V action d^un système de forces, il faut 
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et il suffit que le moment résultant des forces du système par 
rapport à tout point de V espace soit nul. 

En effet, pour que le solide soit en équilibre, il faut et il suffît 
que les deux forces S et T, qui peuvent remplacer le système des 
forces appliquées (169), soient égales et directement oppo- 
sées (104). Donc il faut et il suffit que le moment résultant de ces 
deux forces soit nul par rapport à tout point de l'espace (174). Ce 
moment résultant étant égal à celui des forces appliquées (170), 
le théorème est démontré. 

176. Equations qui expriment V équilibre d^un solide, — 
Soient, par rapport à trois axes rectangulaires, 

X, Y, Z les composantes de Tune des forces; 

x^ y^ z les coordonnées de son point d'application. 

En posant 

P = 2X, Q = SY, R=SZ, 

L = 2(7Z — ^X), M = S(^X — xZ), N = S(a7Y —yX), 

les composantes du moment résultant des forces par rapport à 
un point {x\ y', z') sont données par les formules (2) du n° 161. 
Pour que ce moment résultant soit nul par rapport à tout 
point de l'espace, il faut et il suffit que ses composantes L', M', N' 
suivant les trois axes soient nulles, quelles que soient les coor- 
données x^^y'y z' du centre des moments; par suite, les conditions 
nécessaires et suffisantes de l'équilibre s'obtiennent en égalant à 
zéro les six quantités P, Q, R, L, M, N; ce qui donne les six 

équations 

2X = o, 2Y = o, 2Z = o, 

D'après la signification de ces équations, on peut dire que : 
pour qu'un solide libre soit en équilibre sous l'action d'un sys- 
tème de forces, il est nécessaire et suffisant : 

i*" Que la somme des projections de ces forces sur trois axes 
soit nulle pour chacun d^eux; 

2® Que la somme des moments de ces forces par rapport à 
irois axes soit nulle pour chacun d^eux. 
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177. Usage de la théorie des couples pour l'obtention des 
équations d'équilibre. — Conservons les notations du n® 176, et 
prenons le point O du n° 171 à l'origine des coordonnées. Le sys- 
tème des forces est réductible, d'après ce n® 171, à une force 
agissant en O, dont les composantes sont 

P = SX, Q = 2Y, R = 2Z, 

et à un couple, dont le moment a pour composantes suivant les 
axes 

Il faut et il suffit, pour l'équilibre des forces sur le solide, que 
la force et le couple soient nuls (166, coroll.); ce qui donne les 
six conditions déjà obtenues. 

Le système des six équations précédentes se simplifie dans plu- 
sieurs cas que nous allons examiner. 

178. Équilibre des forces situées dans un même plan, — 

Lorsque les forces qui sollicitent un solide libreSsont situées dans 

un même plan, on peut choisir ce plan pour plan des xy\ on a, 

pour chaque force, ^ = o, Z = o, et les six équations se réduisent 

à trois, 

SX=o, 2Y = o, S(arY— 7X)=o. 

Les deux premières expriment que les forces données, trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes en un point, s'y font équi- 
libre. Dans la troisième, xX — jkX représente le moment de 
l'une des forces par rapport à l'origine. 

On peut donc dire que : pour qu'un solide libre soit en équi- 
libre sous l'action d'un système de forces situées dans un même 
plan, il est nécessaire et suffisant : 

I® Que la somme des projections de ces forces sur deux 
axes situés dans leur plan soit nulle pour chacun \d'eux; 

2" Que la somme des moments de ces forces par rapport à 
un point de leur plan soit nulle. 

179. Équilibre des forces concourantes. — Supposons que 
les points d'application des diverses forces coïncident; les coor- 
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données x^ y, z^ étant les mêmes pour tous ces points, pourront 
sortir des signes S dans les trois dernières équations de l'équilibre. 
Dès lors, ces trois dernières équations rie sont que des consé- 
quences des trois premières, en sorte que les conditions de l'é- 
quilibre, étant réduites à 

sont les mêmes que celles que nous avons trouvées au n** 108. 

180. Équilibre d'un système de forces parallèles, — Si les 
forces appliquées au solide sont parallèles, agissant les unes dans 
un sens, Jes autres en sens contraire, désignons par a, p, y les 
cosinus directeurs d'une force F : ses composantes seront 

X = Fa, Y = Fp, Z = Fy. 

On peut regarder a, j3, y comme ayant les mêmes valeurs pour 
toutes les forces; car, s'il y en a qui agissent en sens contraire 
de F, on devrait pour celles-là changer les signes des cosinus di- 
recteurs, ce qui revient évidemment à affecter du signe — les forces 
qui seraient dans ce cas, et à laisser les cosinus directeurs inva- 
riables. Cette convention admise, les six équations d'équilibre de- 
viennent 

aSF=o, psF = o, ySF = o, 

YSFj — PSF^ = 0, aSFz — Y^ï^^ = ®' P SFo? — «SFj^ = o. 
Les trois premières se réduisent à 

2F = o; 

les trois autres se réduisent à deux, savoir 

SFa? _ Y,¥y _ 2Fz 

Ce sont les conditions déjà trouvées au n*' H6. 

181. Équilibre de trois forces. — Soit A'B(y?^. 43) une droite 
rencontrant deux des forces F' et F"; la somme des moments des 
trois forces par rapport à cette droite devra être nulle ; les mo- 
ments de F' et de F" sont nuls d'eux-mêmes; celui de F devra 
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être nul; donc F rencontre A'B ou lui est parallèle. On démon- 
trera la même chose pour une nouvelle droite quelconque telle 
que A' G. On voit donc que la force F doit être tout entière dans 
le plan mené par F'' et par le point A'; F et F" sont dans un même 
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plan qui, devant contenir en outre un point quelconque A' de la 
force F', la contient tout entière; donc les trois forces doivent 
être dans un même plan. 

Si les forces F' et F" ne sont pas parallèles, mais se coupent en 
un point O, en prenant la somme des moments des trois forces par 
rapport à une droite perpendiculaire en O à leur plan, on en con- 
clut que la forceY doit passer par le point O. En prenant la somme 
des moments des trois forces par rapport à une droite perpendi- 
culaire à leur plan en un point A de F et en écrivant qu'elle est 
nulle, on trouve que F' et F^' doivent être de part et d'autre de F, 

et que 

F' F* 



sin(F*, F) sin(F,F')' 

en opérant de même avec un point A' de F', on trouve que F et 
F" doivent être de part et d'autre de F', et que 



sin(F', F") sm(F, F') 

D'où 

F F' F" 



sin(F',F") sm(F%F) "" sin(F, F')' 

et deux quelconques des forces sont de part et d'autre de la 
troisième. 

Ces conditions nécessaires sont suffisantes ; car il en résulte 
que la somme des projections des trois forces sur une perpen- 
diculaire à F' et sur une perpendiculaire à F'' est nulle, et que la 
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somme de leurs moments par rapport à leur point de concours 
l'est aussi (178). 

Si les forces F' et F' sont parallèles, en prenant la somme des 
projections des trois forces sur une perpendiculaire à F' et à F", 
on en conclut que F est perpendiculaire à cette droite. En prenant 
la somme des projections des trois forces sur une parallèle à F, 
F', F'', on en conclut que deux des forces F' et F" sont dirigées 
dans le même sens et la troisième F en sens contraire. Enfin, en 
prenant la somme des moments des trois forces par rapport à un 
point A de F, on en conclut que F' et F" sont dans le rapport in- 
verse de leurs distances à F. 

Ces conditions nécessaires sont évidemment suffisantes. 

182. Équilibre de quatre forces , — Soient F, F', F'', F"' les 
quatre forces, et D, D', D" trois droites rencontrant F, F' et F". 
La somme des moments des quatre forces par rapport à D, à D' 
et à D"doit être nulle, si elles se font équilibre; or les moments 
de F, F' et F'^sont nuls d'eux-mêmes, le moment de F"' est donc 
nul par rapport à chacune des trois droites, et F'" rencontre cha- 
cune de ces droites à distance finie ou infinie. F, F', F" et F''' sont 
donc quatre génératrices de la surface du second ordre à laquelle 
appartiennent D, D'et D''. Ainsi : 

Quatre forces appliquées à un solide, qui se font équilibre, 
sont situées sur une, surface réglée du second ordre. 

Cette condition nécessaire n'est pas suffisante. 

183. Condition pour qui! un système de forces se réduise à une 
force unique, — En adjoignant aux forces données une force 
égale et directement opposée à la résultante unique, le système 
total est en équilibre. Soient : 

^oïJKoj -^0 l^s coordonnées du point d'application de la résultante 

unique ; 
Xq, Yo, Zo ses composantes par rapport aux axes ; 
P, Q, R les composantes de la résultante de translation du système 

donné ; 
L, M, N les composantes du moment résultant des forces du système 

donné par rapport à l'origine. 
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Il y a équilibre entre les forces du système donné et la force 
(— Xq, — Yo, — Tjq)\ on a donc (176) 

P-Xo=o, 
Q-Yo = o, 
R — Zo = o, 

0) { 

L H- ^0 Yo — ^0 Zo = o, 
M-ha^oZo— -5oXo=o, 
N+j^oXo— ^oYo=o. 

Les trois premières de ces équations déterminent Xo, Y©? ^o*, les 
trois autres peuvent alors s'écrire 

(2) ^oR-'SoQ = L, ZoP— aroR = M, a?oQ-roP = N. 

Si on les ajoute, après les avoir respectivement multipliées par 
P, Q, R, on a l'équation 

(3) FLh-QMh-RN =0, 

qui, ne renfermant pas Xq^ y^^ Zqj est une condition à laquelle 
doivent satisfaire les forces du système pour qu'il y ait une résul- 
tante unique. 

Cette condition est d'ailleurs suffisante; car, si l'équation (3) 
est vérifiée, les équations (2) se réduisent à deux et, en y regardant 
^o'\Xo> ^0 comme des coordonnées courantes, représentent une 
droite dont la direction se confond avec celle de la résultante. 
Chaque point de cette droite peut être pris pour le point d'applica- 
tion de la résultante, et, toutes les conditions (1) étant ainsi rem- 
plies, il est clair que le système peut être remplacé par la force que 
l'on vient de déterminer. 

Le premier membre de l'équation (3) étant proportionnel au 
cosinus de l'angle compris entre la résultante de translation du 
système et la direction de son moment résultant par rapport à 
l'origine, on peut énoncer la proposition suivante : 

Pour que des forces appliquées à un solide soient réductibles 
à une force unique, il faut et il suffit que la résultante de 
translation du système et son moment résultant par rapport 
à ce point soient perpendiculaires l'un à l'autre. 
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Si les trois quantités P, Q, R étaient nulles, les équations (2) 
donneraient comme condition 

L = o, M = o, N = o, 

et le système serait en équilibre avec une résultante nulle. 

184. Condition pour qu'un système de forces se réduise à un 
couple unique. — En adjoignant aux forces données un couple 
égal et directement opposé au couple résultant, le système total 
est en équilibre. Soient : 

Lq, Mo, Nq les composantes du moment résultant du couple 

unique par rapport à l'origine ; 
P, Q, R les composantes de la résultante de translation du 

système donné ; 
L, M, N les composantes du moment résultant des forces du 

système donné par rapport à l'origine. 

Il y a équilibre entre les forces du système donné et le couple 
(— Lo, —Mo, — No); on a donc (176) 

P = o, Q = o, R = o, 

L — Lo=o, M — Mo=o, N — No=o. 

Les trois dernières équations déterminent Lo, Mo, N©; les trois 
premières expriment que la résultante de translation du système 
est nulle. 

Cette condition nécessaire est évidemment suffisante. 

Si les trois quantités L, M, N étaient nulles, le système serait 
en équilibre. 

185. Conditions pour qui! un système de forces S se réduise à 
un système S'. — En adjoignant au système S des forces égales 
et directement opposées aux forces du système S', le système total 
est en équilibre, puisqu'on peut remplacer le système S par le 
système S'. Réciproquement, si le système S et le système — S' se 
font équilibre sur le solide, en les appliquant à ce dernier soumis 
à l'action du système S', on ne modifie pas son état de repos ou 
de mouvement, et il n'est plus soumis qu'à l'action du système S, 
puisque les systèmes S' et — S' se font équilibre. 



l38 CHAP. IV. — STATIQUE DU SOLIDE INVARIABLE LIBRE. 

Soient : 

P, Q, R les composantes de la résultante de translation du sys- 
tème S ; 

P', Q', R' les quantités analogues pour le système S'; 

L, M, N les composantes du moment résultant des forces du sys- 
tème S par rapport à l'origine ; 

U, M', N' les quantités analogues pour le système S'. 

Pour qu'il y ait équilibre entre les forces du système S et des 
forces égales et directement opposées aux forces du système S', il 
faut et il suffit que (176) 



P — P'=o, Q-Q' 



R — R'=o, 



L — L' = o, M-M'=o, N-N'=o. 

186. Problème. — Soit un cube ABCDA'B'G'D' {fig, 44); 
trois forces P, Q, R., données en grandeur et' sens, agissent 
respectivement suivant les arêtes AB, D'A', CC. Quelle force S 
faut-il appliquer suivant la diagonale Ti^' pour que les quatre 
forces P, Q, R, S aient une résultante unique? 

Fig. 44. 




Prenons D pour origine des coordonnées, DC, DA, DD' pour 
axes des x^ des y et des z\ DB' fait avec les axes des angles égaux, 

dont le cosinus est égal à —• Lès composantes de la résultante 
de translation du système P, Q, R, S sont 



'■^'S'^- 



^^71'' 



R-h-^ s. 

v/3 



EQUILIBRE d'un SOLIDE LIBRE. iSq 

Les composantes du moment résultant des forces P, Q, R, S 
par rapport à l'origine sont, en désignant par a le côté du cube, 

— Qa, — Ra, — Va, 

La condition nécessaire et suffisante, pour que les quatre forces 
P, Q, R, S aient une résultante unique, est (183) 

d'où 

QRH-RP-4-PQ ,- 



Kl^. 
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BERTRAND (J.)> de l'Académie française, Secrétaire perpétuel de l'Aca- 
démie des Sciences. — Leçons sur la Théorie mathématique de l'Êlec- 
tricité, professées au Collège de France. Grand in-8; 1890. ... 10 fr. 

Ce Livre est le résumé de Leçons faites au Collège de France sur la Théorie 
mathématique de l'Electricité. L'Auteur, en exposant les principales théories aux- 
quelles les méthodes rigoureuses et précises des Mathématiques sont applicables, 
s'est efforcé d'écarter tous les développements analytiques qui ne sont pas indis- 
pensables. Le raisonnement, presque toujours, peut remplacer le calcul et conduit 
au même but par une voie plus droite. On peut signaler particulièrement : la 
Théorie de l'Electricité statique et la démonstration géométrique des beaux théo- 
rèmes de Faraday; la démonstration des lois élémentaires d'attraction électro- 
magnétique et électrodynamique et la discussion des considérations un peu trop 
vagues auxquelles on a donné le nom de Théorie mathématique de l'induction j 
la Théorie des unités électriques. L'Auteur espère que les conventions, exposées 
avec de grands détails, ne laisseront aucun doute sur le sens de certaines conclu- 
sions paradoxales qui trop souvent ont été proposées comme des vérités. — Titres 
DES Chapitres, l. Attraction des sphères, II. La fonction potentielle. III. Surfaces 
sans action sur les points intérieurs. IV. Les lignes de force. V. Electricité statique. 
VI. Les aimants. y \\. Les courants. ^XW. Actions électromagnétiques. W. Actions 
électrodynamiques. X. Applications. XI. Théorie de l'induction. XII. Machines 
électromagnétiques. XIll. Les unités électriques 

BERTRAND (J.), de l'Académie française, Secrétaire perpétuel de l'Aca- 
démie des Sciences. — Calcul des Probabilités. Gr. in-8 ; 1889. 12 fr. 

Dans ce Livre, on a cherché à faire reposer les résultats les plus utiles et les 
plus célèbres du Calcul des probabilités sur les démonstrations les plus simples. 
Bien peu de pages pourront embarrasser un lecteur familier avec les éléments 
delà Science mathématique. Si le signe / s'introduit quelquefois, il suffît presque 
toujours d'en connaître la signification. — L'Auteur s'est efforcé, à l'occasion 
de chaque question, de marquer avec précision le degré de certitude des résultats 
et les limites nécessaires de la Science. La plupart des réflexions suggérées par 
l'étude approfondie des questions souvent controversées avaient été proposées 
dans un 'Travail antérieur, dégagé de toute intervention des signes algébriques; 
ce Travail est reproduit en tête de l'Ouvrage et sert d'Introduction à l'exposé 
complet des théories. 

BERTRAND (J.). — Thermodynamique. Gr. in-8, avec fig. ; 1887. 10 fr. 

Le compte rendu détaillé de cet Ouvrage, que M. Maurice Lévy, membre de 
l'Institut, a inséré dans le journal Le Génie ciuil, est envoyé sur demande; nous 
en reproduisons ici la conclusion. « Il ne nous appartient pas, dit M. M. Lévy, 
de faire Téloge de ce Livre, mais j'aurais bien mal atteint mon but si je n'*avais 
donné, du moins, un aperçu de Pampleur, de la clarté et de Toriginalité avec 
lesquelles y sont exposés les principes de la science, du nombre et de la variété 
des problèmes utiles qui y sont traités, soit à titre d^exercices pour élucider 
les principes, soit à titre d'application pratique. » 

BIGHAT (E.), Professeur à la Faculté des Sciences de Nancy, et BLONDLOT, 
Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Nancy. — Introduc- 
tion à la ttiéorie de l'Électricité statique. In-8, avec 64 figures; 
i885 4 fr. 

BLONDLOT. — Introduction à l'étude de la Thermodynamique. Grand 
in-8, avec figures; 1888 3 fr. 5o c. 

BOUSSINESQ ( J. ), Membre de l'Institut, Professeur de Mécanique physique 
à la Faculté des Sciences de Paris. — Cours d'Analyse infinitésimale, à 
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l'usage des personnes qui étudient cette Science on vue de ses applications 
mécaniques et physiques. 2, volumes grand in-8, avec figures. 

On vend séparément : 

Tome I. — Calcul différentiel. 

Fascicule I. — Partie élémentaire (pour les Élèves des Ecoles industrielles) ; 
1887 7 fr. 5o c. 

Fascicule II. — Compléments; 1887 9 fr. 5o c. 

Tome II. — Calcul intégral. 

Fascicule I. — Partie élémentaire ( pour les Élèves des Écoles industrielles) ; 
1890 7 fr. 5o c. 

Fascicule II. — Compléments ; 1890 16 fr. 

En offrant cet Ouvrage à l'Académie des Sciences, dans la séance du 
27 juin 1887, M. Boussinesq s'est exprimé ainsi : 

Ce Cours d'Analyse s'adresse surtout aux physiciens, naturalistes, élèves ingé- 
nieurs, philosophes, etc., peu habitués au maniement des formules algébriques, 
mais qui éprouvent le besoin, pour leurs études propres, de connaître, dans son 
esprit et dans ses principaux résultats, le calcul des infiniment petits ou des 
fonctions continues. 

J'espère, en les conduisant pas à pas par les voies qui m'ont paru les plus in- 
tuitives, les mieux appropriées à notre sentiment naturel de la graduelle variation 
des choses, les y familiariser avec les idées et les méthodes qui ont valu à ce 
puissant instrument intellectuel, toujours en voie d'accroissement depuis le 
XVII* siècle, sa merveilleuse coopération- aux progrès des Sciences de la nature et 
une place presque aussi grande dans l'enseignement des Ecoles techniques que 
dans celui de nos Facultés. 

BRESSE, Membredel'lnstitut, Professeur de Mécanique à l'École des Ponts 
et Chaussées.— Cours de Mécanique appliquée professé à l'École des 
Ponts et Chaussées. 3* édition . 2 vol. in-8 iZ îv. 

On vend séparément : 

I""" Partie : Résistance des Matériaux et Stabilité des Constructions. 
Avec figures; 1880 i3 fr. 

II* Partie : Hydraulique, Avec figures et une planche; 1879. 10 fr. 

BRISSE (Ch.), Professeur à l'École Centrale et au lycée Condorcet, Répé- 
titeur à l'École Polytechnique. — Cours de Géométrie descriptive, a vol. 
grand in-8; 1891. 

l" Partie, à l'usage des élèves de la classe de Mathématiques élémen- 
taires. Avec 23o figures 5 fr. 

II* Partie, à l'usage des élèves de la classe de Mathématiques spéciales. 
Avec 209 figures 7 fr. 

L'Auteur s'est attaché à débarrasser chaque question de toutes les questions 
auxiliaires qui l'obscurcissent, à séparer nettement la solution géométrique 
d'un problème de son exécution graphique, à exposer des méthodes vérita- 
blement générales, à mettre en évidence la succession logique et nécessaire 
des idées. A ces fins, les épures d'ensemble ont été séparées des épures de dé- 
tail, chacune de celles-ci ne se rapportant jamais qu à un détail unique ; les 
questions de Géométrie pure soulevées par un tracé ont été résolues immé- 
diatement à la suite de ce tracé, mais imprimées en petits caractères; les 
surfaces n'ont jamais été considérées comme étant du second ordre pour 
l'exposition d'une méthode générale, les simplifications résultant de cette 
circonstance n'ont été indiquées qu'ensuite ; enfin chaque question a été, 
autant que possible^ amenée immédiatement par la précédente. En un mot, 
cet Ouvrage se distingue par la simplicité et la clarté de l'exposition ainsi 
que par l'enchaînement logique des idées. 
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BRISSE (Gh.)- — Cours de Géométrie descriptive, à l'usage des Candi- 
dats à l'Ecole spéciale militaire, Gr.in-8, avec 3îi8 figures; 1891. 7 fr. 

Cet Ouvrage, écrit dans le même esprit que le précédent, contient toutes 
les matières nécessaires aux candidats à TEcole spéciale militaire. Il est ré- 
digé d'après les programmes les plus récents.^ Nous pouvons ajouter que cet 
Ouvrage constitue un Cours élémentaire de Géométrie descriptive égale- 
ment utile à consulter par tous ceux qui étudient pour la premièref ois cette 
application si intéressante de la Science. 

BRISSE (Ch.), Professeur à l'École Centrale et au Lycée Condorcet, Répé- 
titeur à l'École Polytechnique. — Recueil de problèmes de Géométrie 
analytique, à l'usage des classes de Mathématiques spéciales. Solutions 
des problèmes donnés au concours d'admission à l'Ecole Centrale 
depuis 1862. a* édition. In-8, avec figures ; 1892 5 fr . 

Une classe de Mathématiques spéciales se compose d'élèves nouveaux et 
d'élèves anciens. Il y a avantage à faire traiter par ces derniers des problèmes 
de Géométrie analytique dès le commencement de l'année. Les questions pro- 
posées pour l'admission à l'Ecole Centrale, très bien choisies et relativement 
faciles, fournissent de très bons exercices. Mais il est impossible de donner 
en conférences la solution de ces exercices, à cause de la présence des élèves 
de première année qui n'ont pas encore fait de Géométrie analytique. L'Au- 
tear a alors ï'édigé, avec tous les détails que l'on donne au tableau, les 
solutions de ces exercices, pour les faire circuler parmi ses élèves au moment 
où il leur rendait leurs copies corrigées, mais sans intention de les rendre 
publiques. Ce sont ces solutions qui, sur la demande des éditeurs, ont été 
réunies en volume, de sorte que l'Ouvrage offert aujourd'hui aux élèves est 
un Recueil de problèmes, dont les solutions abondent en détails inusités. 

BRISSE (Ch.), Professeur à l'École Centrale et ay Lycée Condorcet, Répé- 
titeur à l'École Polytechnique. ~ Gours de Mécanique à l'usage de la 
classe de Mathématiques spéciales, entièrement conforme au dernier 
programme d'admission à l'École Polytechnique. Gr. in-8, avec 44 figures; 
3 fr. 25 c 



GASPARI, Ingénieur hydrographe de la Marine. — Gours d'Âi^ronomie 
pratique. Application à la Géographie et à la Navigation, 2 beaux 
volumes grand in-8, se vendant séparément. (Ouvrage couronné par 
l'Académie des Sciences.) 

P* Partie : Coordonnées vraies et apparentes. Théorie des instruments. 
Avec figures; 1888 9 fr. 

!!• Partie : Détermination des éléments graphiques. Applications 
pratiques. Avec figures et une planche ; 1889 9 f r. 

GHÂPPUIS (J.), Agrégé, Docteur es Sciences, Professeur de Physique gé- 
nérale à l'École Centrale, et BERGET (A), Docteur è» Sciences, attaché 
au laboratoire des Recherches physiques de la Sorbonne. — Leçons de 
Physique générale. Cours professé à l'Ecole Centrale des Arts et 
Manufactures et complété suivant le programme de la Licence es Sciences 
physiques, 3 volumes grand in-8, se vendant séparément : 

Tome L — Instruments démesure. Chaleur. Avec 176 fig.; 1891. i3 fr. 

Tome U. — Electricité et Magnétisme. Avec 3o5 fig. ; 1891 i3 fr. 

Tome IIL — Acoustique. Optique. Électro-optique, Avec 193 figures; 
1892 10 fr. 

Les jeunes gens qui se livrent aux études d'enseignement supérieur, en sui- 
vant les cours des Facultés ou ceux des grandes Ecoles du Gouvernemeat, 
n'ont plus rien à apprendre dans les traités élémentaires écrits pour l'ensei- 
gnement secondaire. D'autre part, il n'est pas donné à tous de pouvoir con- 
sulter avec fruit les Ouvrages considérables où l'exposé de la Science a reçu 
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les plus complets développements. Entre ces deux ordres de publications : les 
unes trop élémentaires, les autres trop élevées, ils cherchent en vain un livre 
qui réponde à leur programme et soit au niveau de leurs études. 

C'est ce livre que nous présentons au public. 

Ces Leçons de Physique générale s'adressent aux Élèves des Facultés qui 

f courront y puiser la somme de ^connaissances nécessaires à la préparation de 
a Licence es Sciences physiques, aux Élèves de nos grandes Écoles, aux In- 
génieurs qui trouveront là Texposé des théories dont la connaissance leur est 
indispensable, ainsi que le point de départ des applications auxquelles ils de- 
vront s'adonner ; enfin à tous ceux qui ne considèrent pas les études d'ensei- 
gnement supérieur comme un but, mais comme un acheminement vers les 
régions les plus élevées de la Science. 

En résumé, ce Traité de Physique pour les Élèves de l'enseignement supé- 
rieur est donc, suivant une heureuse expression, une Introduction générale à 
l'étude de la Physique. 

GHASLES. — Aperçu historiqne sur l'origine et le développement des 
méthodes en Géométrio, particnlièrement de celles qui se rapportent 
à la Géométrie moderne, suivi d'un Mémoire de Géométrie sur deux 
principes généraux de la Science, la Dualité et l'Homographie. Troi- 
sième édition, conforme à la première. In-4 de 85o pages; 1889. 3o fr. 

GHEVREUL (E.). — Recherches chimiqnes sur les corps gras d'origine 
animale, précédées d'un avant-propos de M. Arnaud, aide-naturaliste au 
Muséum d'Histoire naturelle. Un beau Volume grand in-4 avec fac-similé 
et planche. Deuxième édition publiée à l'occasion du Centenaire de 1789; 
1889 25 fr . 

GHEVREUL (E.) — De la loi du contraste simultané des couleurs et 
de l'assortiment des objets colorés. Nouvelle édition. Grand in-4'' 
(xvi-571 pages), avec 40 planches, dont 36 en couleur; 1889. . 40 fr. 

GOHBEROUSSE(Gharles de). Ingénieur, Professeur à l'École Centrale des 
Arts et Manufactures et au Conservatoire des Arts et Métiers, ancien 
Professeur de Mathématiques spéciales au Collège Chaptal. — Gours de 
Mathématiques, à l'usage des Candidats à l'Ecole Polytechnique, à l'Ecole 
Normale supérieure et à l'Ecole centrale des Arts et Manufactures. 
6 volumes in-8, avec figures et planches. 

Chaque volume se vend séparément : 

Tome l*'. — Arithmétique et Algèbre élémentaire avec 38 figures. 
3" édition; 1884 10 fr. 

On vend séparément : 

Arithmétique 4 fr- 

Algèbre élémentaire 6 fr. 

Tome II. — Géométrie élémentaire, plane et dans ^ espace. — Trigo- 
nométrie rect digne et spherique avec 5 12 figures. 3® édition; 1892. 

{Sous presse.) 
On vend séparément : 

Géométrie élémentaire, plane et dans l'es- 
pace 7 fr. 

Trigonométrie rectiligne et s^hérique, suivie 
de Tables des valeurs des lignes trigonomé- 
triques naturelles 5 fr. 

ToME III. — Algèbre supérieure. I" Partie : Compléments d'Algèbre 
élémentaire {Déterminants, fonctions continues, etc.). — Comoinai- 
sons. — Séries. — Étude des Fonctions. — Dérivées et Différentielles. 
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Premiers principes du Calcul intégral, 2*" édition ; xx-i-767 pages 
avec ao figures; 1887 i5 fr. 

Tome ÏV. — Algèbre supérieure, !!• Partie : Etude des imaginaires. 
Théorie générale des Equations, a* édition; xxxii-83i pages, avec 
63 figures; 1890 i5 fr. 

Tomes V et VI (En préparation.) 

GOHBEROUSSE (Gh. de), Ingénieur civil, Professeur au Conservatoire 
national des Arts et Métiers et à l'École centrale des Arts et Manufac- 
tures, Ancien Président du Jury d'admission à la même Ecole, Ancien 
Professeur de Mathématiques spéciales au Collège Chaptal. — Algèbre 
supérieure, à l'usage des Candidats à l'Ecole Polytechnique, à l'Ecole 
Normale supérieure, à l'Ecole Centrale et à la Licence es Sciences 
mathématiques, a* édition. Deux forts volumes in-8. (Ces deux volumes 
forment les tomes III et IV du Cours de Mathématiques,) 3o fr . 

On vend séparément : 

I" Partie : Compléments d'Algèbre élémentaire ( Déterminants^ frac* 
tions continues^ etc.). — Combinaisons. — Séries. — Etude des 
fonctions. — Dérivées et différentielles. Premiers principes du Cal- 
cul intégral ( xxi-767 pages ), avec 20 figures ; 1 887 1 5 fr. 

Il* Partie : Etude des imaginaires. — Théorie générale des équa- 
tions (xxiv-832 pages), avec 63 figures ; 1890 i5 fr. 

DARBOUX (Gaston), Membre de l'Institut, Professeur à la Faculté des 
Sciences. — Leçons sur la Théorie générale des surfaces et les appli- 
cations géométriques du Galcul infinitésimal. 3 volumes grand in-8, 
avec figures, se vendant séparément : 

I" Partie. — Généralités. Coordonnées curvilignes. Surfaces minima; 1887. i5 fr. 

II* Partie. — Les congruences et les équations linéaires aux dérivées partielles. 
Des lignes tracées sur les surfaces; 1889 i5 fr. 

ni* Partie. — Lignes géodésiques et courbure géodésique. — Paramètres différen- 
tiels. — Déformation des surfaces; 1890. Prix pour les souscripteurs. . i5 fr. 

Les deux premiers fascicules ont paru. 

Cette III* Partie aura plus de développement que les deux premières, et le 
prix en sera augmenté à l'apparition. 

OOSTOR (G.), Docteur es Sciences, Professeur à la Faculté des Sciences de 
l'Université catholique de Paris. — Éléments de la Théorie des déter- 
minants, avec application à l'Algèbre, la Trigonométrie et la Géométrie 
analytique dans fe plan et dans 1 espace. 2* édition. In-8 ; i883.. . 8 fr. 

DUHAMEL. — Des Méthodes dans les sciences de raisonnement. 5 vol. 
in-8 27 fr. 5o c. 

P* Partie : Des méthodes communes à toutes les sciences de raisonne- 
ment. 3" édition. In-8; i885 2 fr. 5o c. 

II* Partie : Application des Méthodes à la science des nombres et à la 
science de l'étendue. 2* édition. In-8; 1877 7 fr. 5o c. 

III* Partie : Application de la science des nombres à la science de 
l'étendue. 1* édition. In-8, avec figures; 1882 7 fr. 5o c. 

IV* Partie : Application des Méthodes générales a la science des forces, 
2* édition. In-8, avec figures; 1886 7 fr. 5o c. 

V* Partie : Essai d'une application des Méthodes à la science de 
l'homme moral, 2" édition. In-8 ; 1879 2 fr. 5o c. 



- 6 — 

DUHEH, chargé d'un cours complémentaire de Physiaue mathématique 
et de Cristallographie à la Faculté des Sciences de Lille. — - Leçons sur 
rÉlectricité et le Magnétisme. 3 volumes grand in-8, avec 21 5 figures, 
se vendant séparément : 

Tome I : Conducteurs à l'état permanent ; 1891 16 fr. 

Tome II : Les Aimants et les Corps diélectriques ; 1 892 1 4 fr . 

Tome III : Les courants linéaires ; 1 892 1 5 fr . 

Le but de cet Ouvrage est de coordonner mathématiquement les théories- 
les mieux assises sur l'Ëlectricité et le Magnétisme, en contrôlant toujours les 
principes par l'expérience. Nous ne pensons pas qu'aucun Ouvrage récent ait 
traité d'une manière aussi solide et aussi compétente les mêmes sujets et 
mieux montré la supériorité des théories si nettes et si précises duos aux sa- 
vants français Sur les principes de Faraday et Maxwell, qui manquent de ces- 
qualités. Il est donc appelé à un réel succès. Pu. G. 

FATE(H.). — Cours d'Astronomie de l'École Polytechnique. 2 beaux 
volumes grand in-8, avec nombreuses figures et cartes. 

On vend séparément : 

r* Partie. — Astronomie sphérique, — Géodésie et Géographie mathé- 
matique; 1 88 1 la fr. 5o c. 

Il* Partie. — Astronomie solaire. — Théorie de la Lune, — Navigation; 
i883 14 fr. 

FRENET, Professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. — Recueil d'exer- 
cices sur le Calcul infinitésimal, Ouvrage destiné aux Candidats à 
rËcole Polvtechnique et à l'École Normale, aux Élèves de ces Ecoles et aux 
aspirants a la Licence es Sciences mathématiques. 5' édition, augmentée 
d'un Appendice sur les résidus, les fonctions elliptiques, les équations 
aux dérivées partielles, les équations aux différentielles totales, par H. 
Laurent, Examinateur d'admission à l'Ecole Polytechnique, ln-8, avec 
figures; 1890 8 fr, 

GAUTIER (Henri), ancien Élève de l'École Polytechnique, Professeur à 
l'Ecole Monge et au Collège Sainte-Barbe, Professeur agrégé à l'Ecole 
de Pharmacie, et CHARPT (Georges), ancien Élève de l'Ecole Poly- 
technique, Professeur à l'Ecole Mong;e. — Leçons de Chimie, à rusdge 
des élèves de Mathématiques spéciales. Grand in- 8°, avec 83 figures; 
1 892 9 f r . 

Ces Leçons de Chimie présentent ceci de particulier qu'elles ne sont pas la 
reproduction des Ouvrages similaires parus dans ces dernières années. Les 
théories générales de la Chimie sont beaucoup plus développées que dans la 
plupart des Livres employés dans l'enseignement; elles sont mises au courant 
des idées actuelles, notamment, en ce qui concerne la théorie des équilibres 
chimiques. Toutes ces théories qui montrent la continuité qui existe entre les 
phénomènes chimiques, physiques et même mécaniques, sont exposées sous une 
forme facilement accessible. La question des nombres proportionnels, qui est 
trop souvent négligée dans les Ouvrages destinés aux candidats aux Écoles du 
Gouvernement, est traitée avec tous les développements désirables. Dans tout 
le cours du Volume, on remarque aussi une grande préoccupation de l'exacti- 
tude; les faits cités sont tirés des mémoires originaux ou ont été soumis à une 
nouvelle vérification. Les procédés de l'industrie chimique sont décrits sous, 
la forme qu'ils possèdent actuellement. L'Ouvrage ne comprend que l'étude 
des métalloïdes, c'est-à-dire les matières exigées pour l'admission aux Ecoles 
Polytechnique et Centrale. 

En résumé, le Livre de MM. Gautier et Charpy est destiné, croyons-nous, k 
devenir rapidement classique. 

GRÉVT (A.), Agrégé des Sciences mathématiques, Professeur au lycée de 
fiar-le-Duc. — Compositions données depuis 1872 aux examens de 
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Saint-G3rr. Algèbre et Géométrie (Énoncés et Solutions). In-8, avec 
3o âgures ; 1891 2 fr. 5o c. 

Les questions traitées dans ce recueil ont toutes été proposées aux différents 
concours de TEcoIe spéciale militaire; on a choisi les solutions les plus simples, 
et la méthode qui se présente naturellement à Tesprit a été adoptée de préfé- 
rence à certains procédés parfois plus élégants, mais auxquels des élèves peu 
exercés ne sauraient avoir recours sans inconvénient. 

Les discussions ont été faites complètement et présentées d'une manière 
uniforme, afin de mettre l'élève en possession d'une méthode sûre pour résoudre 
ces questions ; quand cela a été possible, on a indiqué à c6té de la solution 
algébrique une solution géométrique. 

Ce Recueil, destiné aux candidats à Saint-Cyr, pourra également être utile à 
consulter par les candidats à l'Ecole Navale et au baccalauréat es Sciences. 

60ULIER (G.-M.), Colonel du Génie en retraite. — Études théoriques 
et pratiques sur les levers topométriques et en particulier sur la 
tachéométrie. Un vol. in-8 de xxii-542 pa^es, avec 168 figures et un 
portrait de l'Auteur, photogravé par Dujardm; 1892 8 fr. 

GUILLAUME (Gh.-Ed.), Docteur es Sciences, Attaché au Bureau interna- 
tional des Poids et Mesures. — Traité pratique de la Thermométrie de 
précision. Grand in-8, avec 4^ figures et 4 planches; 1889 12 fr. 

HALPHEN(6.-H.), Membre de Tlnstitut. — Traité des fonctions elliptiques 
et de leurs applications. Trois volumes grand in-8, se vendant séparé- 
ment : 

I" Partie. — Théorie des fonctions elliptiques et de leurs développe- 
ments en séries ; 1 886 1 5 fr . 

II* Partie. — Applications à la Mécanique, à laPhysique, à la Géodésie, 
à la Géométrie et au Calcul intégral; 1888 20 fr. 

III* Partie. — Fragments {Quelques applications à l* Algèbre et par ^ 
ticuUèrement à l'équation du 5* degré. Quelques applications à la théorie 
des nombres. Questions diverses). Publié par les soins delà Section de 
Géométrie de l'Académie des Sciences ; 1891 8 fr. 5o c. 

HOÙEL(.J.), Prolesseur de Mathématiques à la Faculté des Sciences de Bor- 
deaux. — Tables de logarithmes à CINQ DËGIHALES pour les Nom- 
bres et les Lignes trigonométriques, suivies de Logarithmes d'addition 
et de soustraction ou Logarithmes de Gauss et de diverses Tables usuelles. 
Nouvelle édition, revue et augmentée. Grand in-8; 1892. {L'introduction 
de cet Ouvrage dans les Écoles publiques est autorisée par décision da 
Ministre de l'Instruction publique et des Cultes en date du 22 août 1859. ) 

Broché 2 fr. | Cartonné 2 fr. 76 c. 

JAHIN (J.), Secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, Professeur de 
Physique à l'Ecole Polytechnique, et BOUTT (E.), Professeur à la Faculté 
des Sciences. — Cours de Pbysique de l'École Polytechnique. 4"* édition, 
augmentée et entièrement refondue par E. Bouty. 4 forts volumes in-8 de 
plus de 4^00 pages, avec 1687 figures et 14 planches sur acier, dont 2 
en couleur; 1 885-1891. {Autorisé par décision ministérielle.) Ouvrage 
COMPLET 72 fr . 

On vend séparément : 

Tome I. 

(*) I*' FASCICULE. — Instruments de mesure. Hydrostatique ; avec 
1 5o figures et 1 planche 5 fr. 

2* FASCICULE. — Physique moléculaire ; avec 98 figures. ^ït. 
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Tome IL — Chaleur. — i5 fr. 

( * ) I*' FASCICULE. — Thermométrie. Dilatations ;diveQ 98 figures. 5 fr. 

( *) 2" FASCICULE. — Calorimétrie ; avec 48 figures et 1 planches. 5 f r. 

3' FASCICULE. — Thermodynamique, Propagation delà chaleur; avec 

47 figures 5 fr . 

Tome III. — Acoustique; Optique. — 2a fr. 

I** FASCICULE. — Acoustique ; avec i23 figures 4 fr. 

(*) 2* FASCICULE. — - Optique géométrique; avec 189 figures et 
3 planches 4 fr. 

3* FASCICULE. — Etude des radiations lumineuses, chimiques et calo- 
rifiques. Optique physique; avec 249 fig. et 5 planches, dont 2 planches 
de spectres en couleur 14 fr. 

Tome IV (i" Partie). — Electricité statique et dynamique. — i3 fr. 

I*'' FASCICULE. — Gravitation universelle. Électricité statique; avec 
1 55 figures et i planche 7 fr. 

2' FASCICULE. — La pile. Phénomènes électrothermiques et électrochi- 
miques; avec 161 figures et i planche 6 fr- 

Tome IV (2'' Partie). — Magnétisme; Applications. — i3 fr. 

3* fascicule. — Les aimants. Magnétisme. Electromagnétismc . In- 
duction; avec 240 figures '. . . 8 fr. 

4* fascicule. — Météorologie électrique. Applications de l'électricité. 
Théorie générale, avec 84 figures et i planche 5 fr. 

Tables générales. 
Tables générales, par ordre de matières et par noms d'auteurs, des 
quatre volumes du Cours de Physique. In-8 ; 1891 o fr. 60 c. 

Tous les trois ans^ un Supplément destiné à exposer les progrès accomplis pen- 
dant cette période viendra compléter ce grand Traité et le maintenir an courant 
des derniers travaux. 

Pour ne pas trop grossir un ouvrage déjà bien volumineux, il a fallu dans 
cette nouvelle édition en soumettre tous les détails à une revision sévère, sup- 
primer ce qui avait quelque peu vieilli, sacrifier la description d'appareils ou 
d'expériences qui, tout en ayant fait époque, ont été rendus inutiles par des 
travaux plus parfaits; en un mot, poursuivre dans ses dernières conséquences 
la transformation entreprise non sans quelque timidité dans l'édition précé- 
dente. Au reste, pour tenir un livre au courant d'une Science dont le déve- 
loppement est d'une rapidité si surprenante, et dans laquelle un seul résultat 
nouveau peut modifier jusqu'aux idées mêmes qui servent de base à l'ensei- 
gnement, il ne suffit pas d'ajouter des faits à d'autres faits; c'est l'ordre, l'en- 
chatnement, la contexture même de l'ouvrage qu'il faut renouveler. On se 
ferait donc une idée inexacte de cette quatrième édition du, Cours de Physique 
de l'Ecole Polytechnique en se bornant à constater que ses quatre Volumes 
se sont accrus de près de 5oo pages et de i5o figures, soit de un septième en- 
viron : les modifications touchent, pour ainsi dire, à chaque 'page et c'est en 
réalité au moins le tiers du texte qui a été écrit à nouveau d une manière 
complète. 

L'ordre général des matières a d'abord été rendu plus rationnel : l'Élec- 
tricité statique qui, par suite de la composition des anciens programmes de 
l'Ecole Polytechnique, se trouvait réuni dans le Tome I à l'étude de l'Hy- 
drostatique et de la Physique moléculaire, a été remise à sa place logique au 
début du Tome IV, entièrement consacré à l'Electricité; le second fascicule du 
Tome II, comprenant la Calorimétrie et la Thermodynamique, a été subdi- 
visé; enfin aux applications industrielles de l'électricité ont été jointes^ dans 

( * ) Les matières du programme d'admission à l'École Polytechnique sont com- 
prises dans les parties suivantes de l'Ouvrage : 
Tome I, i" fascicule; Tome II, i" et 2« fascicule; Tome III, 2« fascicule. 



— 9 - 

le dernier fascicule du Tome IV, J'électricité atmosphérique et le magnétisme 
terrestre. 

Comme dans l'édition précédente, chacun des fascicules de l'Ouvrage, au 
nombre de douze, forme un petit traité distinct qui se vend séparément et 
qui pour ce motif a été pourvu, dans l'édition actuelle, d'une table alpha- 
bétique des matières et d une table par noms d'auteurs. Une table générale, 
publiée à part, résume ces tables individuelles et facilitera les recherches de 
renseignements. 

Ainsi complété et remanié, le Cours de Physique de V École Polytechnique 
demeure ce qu'il a toujours été dans la pensée de ses Auteurs : un livre 
essentiellement classique par l'enchaînement des idées, par la nature et par 
l'étendue des développements qu'il comporte. 

Quelques développements accessoires, quelques Chapitres spéciaux qu'on 
n'aurait pu supprimer de cet Ouvrage sans lui faire perdre son caractère de 
traité général pourront être passés, tout au moins ne pas être approfondis à 
une première lecture par les élèves des grandes écoles et par les candidats à 
la licence physique. Guidés par les programmes de leurs examens, par l'en- 
seignement de leurs professeurs, ils n'auront aucune peine à faire le départ 
de ce qui leur est strictement indispensable. Quand leurs études élémentaires 
seront terminées, s'ils veulent approfondir quelques parties de la Science, 
soit en vue des applications, soit pour la préparation du Doctorat ou de 
l'Agrégation es Sciences physiques, ils pourront revenir à la charge et revoir 
en détail ce qu'ils avaient négligé d'abord. 

Considéré dans son ensemble, ce Cours ne s'adresse pas aux seuls étudiants. 
Il est appelé à rendre des services à toutes les personnes instruites, profes- 
seurs, ingénieurs, officiers^ inventeurs et industriels qui, à un titre quel- 
conque, s intéressent aux progrès de la Physique ou à ses applications. En 
s'aiaant des Tables générales, chacun trouvera dans cet Ouvrage, sous une 
forme coordonnée et précise que ne comportent pas toujours les dictionnaires 
et les monographies, les renseignements particuliers dont il aura besoin. 

Un Supplément périodique sera publié tous les trois ans ; il résumera sous une forme di- 
dactique les progrès de la Physique en se restreignant aux matières comprises dans un ou 
plusieurs fascicules, de préférence les plus anciennement parus, de façon à maintenir l* Ou- 
vrage, jusqu'à son épuisement, au courant des méthodes et des découvertes les plus récentes. 

JAMIN (J.), Secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, et BOUTY, 
Professeur à la Faculté des Sciences. — Cours de Physique à l'usage 
de la classe de Mathématiques spéciales. 2*" édition. Deux volumes 
in-8; 1886 20 fr. 

On vend séparément : 

Tome I : Instruments de mesure. Hydrostatique. — Optique géomé- 
trique. — Notions sur les phénomènes capillaires.ln-S, divec 3 12 figures 
et 4 planches 10 fr. 

Tome II : Thermométrie. Dilatations. — Calorimétrie. In-8, avec 
i46 figures et 2 planches 10 fr. 

JORDAN (C), Membre de l'Institut, Professeur à l'Ecole Polytechniaue. — 
Cours d'Analyse de l'Ëcole Polytechnique. 3 volumes in-8, avec figures, 
se vendant séparément : 

Tome I : Calcul différentiel. 2* édition entièrement refondue; 1892. 

Prix pour les souscripteurs i5 fr. 

Tome II : Calcul intégral {Intégrales définies et indéfinies)^ 1 883 . 1 2 fr . 
Tome lil : Calcul intégral {Equations différentielles) \ 1887... i7fr. 

KŒHLER (J.), ancien Répétiteur à l'École Polytechnique, ancien Direc- 
teur des Études à l'École préparatoire de Sainte-Barbe. — Exercices 
de Géométrie analytique et de Géométrie supérieure. Questions et so^ 
lutions. A l'usage des candidats aux Écoles Polytechnique et Normale et 
à l'Agrégation. 2 volumes in-8, avec figures se vendant séparément : 

I™ Partie : Géométrie plane; 1886 9 fr . 

Il* Partie : Géométrie dans l'espace; 1888 9 fr . 
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LAGOUTURE'( Charles). — Répertoire chromatique. Solution raisonnée 
et pratique des problèmes les plus usuels dans r étude et l'emploi des 
couleurs, 29 tableaux en chromo représentant 962 teintes différentes et 
définies, groupées en plus de 600 gammes typiques. In-4, contenant un 
texte de xi-144 pages, vrai traité de la science pratique des couleurs, 
accompagné de nombreux diagrammes, et suivi d'un atlas de 29 tableaux 
en chromo qui offrent à la fois l'illustration du texte et de nouvelles res- 
sources pour les applications; 1890. {Ouvrage honoré de la médaille 
d'or de la Société industrielle du Nord de la France, 18 janvier 1891.) 

Broché 25 fr. | Cartonné 3o fr. 

Parmi les différentes branches des connaissances hnmaines, une des moins avan- 
cées et dont cependant le besoin se fait sentir le plus souvent, c'est la Chroma" 
tique ou science pratique des couleurs. Savants ou artistes, fabricants ou commer- 
çants, sont à tout instant en demeure, ici de définir les couleurs qu'ils constatent, 
produisent ou utilisent, là de les associer harmonieusement, ou de les reproduire 
à coup sûr; tous, plus ou moins arrêtés, s'en tiennent à des à peu près et à des 
t&tonnements. M. Charles Lacouture, en publiant son Répertoire chromatiqucy a 
voulu rendre pratique et complète Pœuvre qu'avait entreprise le regretté Chevreul. 
L'auteur a pleinement réussi et son livre, qui est en même temps un album, 
rendra les plus grands services aux savants, aux artistes, aux fabricants et aux 
commerçants, aux teinturiers, aux tapissiers et aux modistes, à tous ceux qui s'oc- 
cupent de décoration, à tous ceux qui utilisent l'effet des couleurs. 

(Journal La Nature, x*' novembre zSqo.) 

LA 60URNERIE (de), Membre de l'Institut. — Traité de Géométrie des- 
criptive. In-4, publié en trois Parties avec Atlas de i56 planches; 1873- 
1880-1885 3o fr. 

Chaque Partie se vend séparément 10 fr. 

La I" Partie (3' édit., 1891) revue et augmentée de la Théorie de l'inter- 
section de deux polyèdres, par Ernest Lebon, contient tout ce qui est exigé 
pour l'admission à l'École Polytechnique. Elle est suivie d'un Supplément con- 
tenant la solution de deux problèmes et des figures cavalières pour l'expli- 
cation des constructions les plus difficiles. La IP Partie (a" éd., 1880) et la 
IIP Partie (2" éd., i885) sont le développement du Cours de Géométrie des- 
criptive professé à l'École Polytechnique. 

LA 60URNERIE (de). — Traité de Perspective linéaire, contenant les 
tracés pour les tableaux plans et courbes, les bas-reliefs et les décora- 
tions théâtrales, avec une théorie des effets de perspective; Ouvrage con- 
forme au Cours professé par l'auteur au Conservatoire des Arts et Mé- 
tiers. Un vol. in-4, avec atlas in-folio de 40 planches, dont 8 doubles. 
2* édition, entièrement revue ; 1884 a5 fr. 

LAISANT (G. -A.), Député, Docteur es Sciences, ancien Élève de l'Ëcole Po- 
lytechnique. — Introduction à la méthbde des quàternions. ln-8, avec 
figures; 1881 6 fr. 

LAISANT (G.-A.). — Théorie et applications des ËquipoUences. In-8, 
avec 73 figures ; 1 887 7 fr. 5o c. 

LAURENT (H.), Examinateur d'admission à TÉcole Polytechnique. — Traité 
d'Analyse. 7 volumes in-8, avec figures. 

Tome !. — ZdlGM\à\îîèv%XLWéi.Application,s analytiques ; \^^b . 10 fr. 

Tome IL — Applications géométriques ; 1887 12 fr . 

ToueIII. — Câlculintègral. Intégrales définieset indé^nies ; 1888. 12 fr. 
ToHE IV. — Théorie des fonctions algébriques et de leurs latérales ; 

1889 12 fr. 

Tome V. — Ég nations différentielles ordinaires ; 1890 10 fr. 
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Tome VI. — Equations aux dérivées partielles; 1890 .... 8 fr. 5o c. 

Tome VII et dernier. — Applications géométriques de la théorie des 

équations différentielles ; 1891 '. 8 fr. 5o c. 

Ce Traité est le plus complet qui soit publié sur l'Analyse. Il est destiné aux 
personnes qui, n'ayant pas le moyen de consulter un grand nombre d'ouvrages, 
ont le désir d'acquérir des connaissances étendues en Mathématiques. Il contient 
donc, outre le développement des matières exigées des candidats à la Licence, 
le résumé des principaux résultats acquis à la Science. (Des astérisques indiquent 
les matières non exigées des candidats à la Licence. )En(in, pour faire comprendre 
dans quel esprit est rédigé ce Traité d'Analyse, il sufiira de dire que l'Auteur est 
un ardent disciple de Cauchy. 

LAURENT (H.), Examinateur d'admission à l'École Polytechnique. — Traité 
d'Algèbre, à l'usage des Candidats aux Écoles du Gouvernement. Revu 
et mis en harmonie avec les derniers Programmes, par J.-H. Marchand, 
ancien Élève de l'École Polytechnique. 4* édition. 3 vol. in-8; 1887. 

P' Partie : Algèbre élémentaire, à l'usage des Classes de Mathéma- 
tiques élémentaires 4 fr* 

11* Partie : Analyse algébrique, à l'usage des Classes de Mathé- 
matiques spéciales 4 fr • 

III* Partie : Tbéorie des équations, à l'usage des Classes de Mathé- 
matiques spéciales 4 f r . 

LAURENT (H.)- — Traité de Mécanique rationnelle, à l'usage des Can- 
didats à l'Agrégation et à la Licence. 3* édition. 1 vol. in-8 avec figures; 
T889 12 fr. 

LEROT (C.-F.-A.), ancien Professeur à l'Ecole Polytechnique et à l'Ecole 
Normale supérieure. — Traité de Géométrie descriptive, suivi de la 
Méthode des plans cotés et de la Théorie des engrenages cylindriques 
et coniques. i3* édition, revue et annotée par M. E. Martelet^ Professeur 
de Géométrie descriptive à l'École Centrale des Arts et Manufactures, 
ancien Professeur au Conservatoire des Arts et Métiers, i volume in-4 et 
Atlas de 7 1 planches ; 1 888 1 6 fr . 

LEROT (G.-F.-A.). —Traité de Stéréotomie, comprenant les Applications 
de la Géométrie descriptive à la Théorie des Ombres, la Perspective 
linéaire, la Gnomonique, la Coupe des Pierres et la Charpente. 
Revue et annoté par M. E. Martelet^ ancien Professeur de Géométrie 
descriptive à l'École Centrale des Arts et Manufactures, et au Conserva- 
toire des Arts et Métiers. 12* édition, augmentée d'un Supplément : Théo- 
rie et construction de l'appareil hélicoïdal des arches biaises, par 
J. DB LA GouRNERiE, rédigées par Ernest Lebon^ Agrégé de l'Université, 
Professeur au Lycée Charleraagne. In-4, avec Atlas de 76 planches in-folio ; 
1 890 26 fr . 

LËVT (Maurice), Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, Membre de 
l'Institut, Professeur au Collège de France et à l'École centrale des Arts 
et Manufactures. — La Statique graphique et ses applications aux 
constructions. 2" éd. 4 vol. grand in-8, avec 4 Atlas de même format. 

r* Partie : Principes et applications de la Statique graphique pure. 
Grand in-8, de xxvïii-549 pages, avec fig. et Atlas de 26 pi. ; 1 886. 22 fr. 

II* Partie : Flexion plane. — Lignes d'influence. — Poutres droites. 
Grand in-8, de x-345 pages, avec fig. et Atlas de 6 pi. ; 1886. , . i5 fr. 

IIP Partie : Arcs métalliques. — Ponts suspendus rigides. — Coupoles 
et corps de révolution. Grand in-8, de ix-418 pages, avec figures et Atlas 
de 8 planches; 1887 17 fr. 
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11* Pabtie : Electroxtaiique et Magnétisme, ln-4 ^ 1^86 12 Cr. 

V. Théorie de rmectrodynamiqae. Id-4; 1888 iS fr. 

VI- VU. Théorie de l'Elasticité des corps solides 

l" Pabtib : Considérations génértdes sur l'Elasticité'. — Emploi 
des coordonnées curvilignes. — Problèmes relatifs à l'équilibre 

d'élasticité. — Plaques vibrantes. In-4 ; 1890 1 1 fr. 

Il* Partis : Mouvements vibratoires des corps solides. — Equilibre 
d'élasticité des lames courbes et du prisme rectangle. lii-4; 
1890 9 fr. 

MOUCHOT (A), Ancien Professeur de TUniversité, Lauréat de rAcadémie 
des Sciences. — Les nouvelles bases de la Géométrie supérieure. 
< Géométrie de position). In-8, avec Ggures ; 1892 5 fr. 

PADÉ, Profe-iseur agrégé de 1 Universilé. — Premières leçons d'Algèbre 
élémentaire, y ombres positifs et négatifs. Opérations sur les polynômes. 
Avec une Préface de M. Jules Taxnery, Sous-Directeur des Etudes 
seientiûques à TÉcolc Normale supérieure. In-8; 1892 2 fr. 5o c. 

M.Jules Tannery, à qui des travaux bien connus donnent une autorité par- 
ticulière dans la question, a fait à ce livre l'honneur d'une préface, qui le re- 
commande tout spécialement à l'attention des professeurs. Ils y trouveront, 
avec une foule de renseignements utiles, une appréciation magistrale du tra- 
vail de M. Padé, le tout précédé de quelques réflexions inflniment sages sur 
l'enseignement des Mathématiques élémentaires. C V. P. 

PICARD (Emile), Membre de Tlnstitut, Professeur à la Faculté des Sciences. 

— Traité d'Analyse (Cours de la Faculté des Sciences). Quatre volumes 
grand in-8, se vendant séparément. 

Tome I : Inteigrales simples et multiples. — V équation de Laplace et 
ses applications» — Développements en séries. — Applications géomé- 
triques du Calcul infinitésimal. Avec figures ; 1891 i5 fr. 

Tome II : Fonctions analytiques. — Principes généraux de la théorie 
des équations différentielles; 1892. Prix pour les souscripteurs. i4 fr. 

Tome IIï : Equations différentielles ordinaires. . ( En préparation.) 

Tome IV ; Equations aux dérivées partielles. . . . {En préparation,) 

POINGARË (H.)i Membre de l'Institut, Professeur à la Faculté des Sciences. 

— Les Méthodes nouvelles de la Mécanique 'céleste. 2 volumes grand 
in-8, se vendant séparément : 

Tome I : Solutions périodiques. Non-existence des intégrales uniformes. 
Solutions asymptotiques, avec figures; 1892 12 fr. 

Tome II {Sous presse.) 

POLLARD (J.) et DUDEBOUT (A.), Ingénieurs de la Marine, Professeurs 
à l'Ecole du Génie maritime. — Architecture navale. — Théorie du 
navire. Quatre beaux Volumes grand in-8. (Ouvrage couronné par l'Aca- 
démie des Sciences. ) 
Tome I : Calcul des éléments géométriques des carènes droites et inclinées. 

— Géométrie du navire; avec 191 figures et 2 planches; 1890.. . i3 fr. 
Tome II : Statique du navire. — Dynamique du navire : roulis en milieu 

calme, résistant ou non résistant; avec 229 figures; 1891 i3 fr. 

Tome III : Dynamique du navire : mouvement de roulis sur houle; mou- 
vement rectiligne horizontal direct {Résistance des carènes)^ avec i63 fig. ; 
1892 i5 tr. 

Tome IV : Dynamique du navire dans le mouvement curviligne horizontal. 

— Propulsion. — Vibration des coques des navires à hélice. {Sous presse.) 



